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“ Vorwort. 


Der vorliegende Band, zu dessen Abfassung der Leiter 
dieser Sammlung, Herr Professor Dr. H. Schubert, so 
freundlich war mich aufzufordern, stellt sich die Aufgabe, 
Anfanger mit den Methoden der analytischen Theorie der 
Differentialgleichungen mit einer unabhingigen.. Variabeln 
bekannt zu machen. Jedé Bézugnahme auf die Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen wurde vermieden. 

Es kommt, wie mir scheint, fiir den Anfanger nicht 
so sehr darauf an, dafs er gleich die ganze Tragweite einer 
bestimmten Methode kennen lernt, als vielmehr darauf, 
dafs er zunichst ihr Wesen richtig erfafst. Um dieses 
Ziel zu erreichen, geniigt es aber, die betreffende Methode 
an Beispielen zu entwickeln, die einerseits so allgemein 
sind, dafs keine der Schwierigkeiten, die durch das Wesen 
jener Methode tiberwunden werden sollen, fehlt, und anderer- 
seits so speziell, dafs Schwierigkeiten accessorischer Natur 
moglichst vermieden werden. 

Diese Erwiigung mag es rechtfertigen, wenn in der 
folgenden Darstellung, abgesehen von der Hinleitung, aus- 
schliefslich von algebraischen Differentialgleichungen. erster 
Ordnung und linearen Differentialgleichungen zweiter Ord- 


o nung die Rede ist, wiihrend Fragen, die iiber diese Materie 
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‘Tiinausgehen, nur kurz formuliért und durch Litteratur- 
nachweise belegt sind. 

Der Wert einer Darstellung, wie der hier vorliegenden, 
wird naturgemiifs nicht in ihrer durchgiingigen Eigenart zu 
suchen sein; handelt es sich ja zum Teil um die Ent- 
wickelung yon Theorieen, die aufser von ihren Urhebern 
auch schon anderweitig vielfach behandelt worden sind. 


lV Vorwort. 


Die ersten Quellen war ich bestrebt iiberall zu nennen, von 
spiiteren Bearbeitungen sind meist nur diejenigen angefiihrt, 
die mir bei der Ausarbeitung unmittelbar vorgelegen haben; 
in Bezug auf lineare Differentialgleichungen durfte ich wohl 
iiberall auf das von mir herausgegebene ,Handbuch der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen“ (Leipzig, 
Teubner, 1895, 97, 98) verweisen. 

Nur zwei Gesichtspunkte miéchte ich mir noch erlauben 
hervorzuheben. Einmal, dafs ich die Grundlage fiir einen 
systematischen Aufbau der Theorie der Differentialgleichungen 
in der Unterscheidung zwischen festen und mit den Anfangs- 
werten verschiebbaren Singularitiiten der Lésungen zu finden 
glaubte, das anderemal, dafs ich bestrebt war, durch die 
hier gegebene Darstellung, diese Theorie auch denjenigen 
leichter zuginglich zu machen, die es mit den Anwendungen 
der Analysis zu thun haben. 

An Vorkenntnissen habe ich, abgesehen von einigen 
Beispielen, nur die Vertrautheit mit den Elementen der 
Infinitesimalrechnung fiir reale und komplexe Variable 
vorausgesetzt; tibrigens ist das vorliegende Buch eine in 
allem Wesentlichen unverainderte Wiedergabe der Vor- 
lesungen, die ich an unserer Universitit im W.-S. 1899 
(September-Weihnachten) gehalten habe. Bei der Redaktion 
hat mir eine Ausarbeitung dieser Vorlesungen vorgelegen, 
die Herr Lehramtskandidat J. Giirtner nach seinen steno- 
graphischen Aufzeichnungen mit dankenswerter Sorgfalt an- 
gefertigt hat. 

Den Herren Professor Dr. M. Hamburger, Professor 
Dr. M. Réthy und Dr. Richard Fuchs, die die grofse 
Giite hatten, je eine Korrektur der Druckbogen zu lesen, 
méchte ich auch an dieser Stelle meinen allerherzlichsten 
Dank aussprechen. 


Klausenburg, im April 1900. 


Ludwig Schlesinger. 
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Einleitung. 


1. Begriff einer Differentialgleichung und deren 
Integration. 


Zahlreiche Aufgaben der Analysis, der Geometrie, der 
analytischen Mechanik fiihren auf das Problem, eine Funktion 
von einer oder mehreren veranderlichen. Gréfsen zu_be- 
stimmen, wenn eine Beziehung zwischen dieser Funktion, 
ihren successiven Ableitungen und den unabhingigen 
Variabeln gegeben ist. Eine solche Beziehung nennt man 
eine Differentialgleichung. 

Wir werden uns ausschliefslich mit solchen Differential- 
gleichungen beschiftigen, welche die Ableitungen der un- 
bekannten Funktion nur nach einer der Variabeln, von 
denen die Funktion abhingt, enthalten, man bezeichnet diese 
als gewéhnliche Differentialgleichungen. Fiir eine 
gewohnliche Differentialgleichung ist es also keineswegs 
ausgeschlossen, dafs die zu bestimmende Funktion von mehr 
als einer Variabeln abhingt, vielmehr kénnen nebst der 
Variabeln, nach welcher die in der Differentialgleichung 
enthaltenen Ableitungen genommen sind, in den Koeffizienten 
der Differentialgleichung noch andere, von jener unabhingige 
Variable auftreten. Diese letzteren werden aber dann als 
Konstante angesehen, und zum Unterschiede von derjenigen 
Veriinderlichen, nach welcher die auftretenden Ableitungen 
genommen sind und die die unabhangige Variable 
schlechthin heifsen soll, Parameter genannt. Wenn in 
einer Differentialgleichung partielle Differentialquotienten 
der unbekannten Funktion nach mehreren von einander un- 

Schlesinger, Differentialgleichungen. ] 
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abhingigen Verinderlichen enthalten sind, so heifst diese 
Differentialgleichung eine partielle. 

Die schematische Form einer gewohnlichen Differential- 
gleichung ist 


Mey eae YN 
(1) P(y, pean sax cea 


wo in der Regel F als ganze rationale Funktion der 
unbekannten Funktion y und ihrer Ableitungen vorausgesetzt 
werden kann, deren Koeffizienten im allgemeinen Funktionen 
der unabhingigen Variabeln « und eventuell noch gewisser 
Parameter sind. Wenn in einer solchen Differential- 
gleichung die héchste der vorkommenden Ableitungen die 
n-te ist, so heifst die Differentialgleichung von der n-ten 
Ordnung, wenn die ganze rationale Funktion F’ eine solche 
vom Grade m ist, so ist die Differentialgleichung vom 
m-ten Grade. 

Unter der Auflésung der gegebenen Differential- 
gleichung versteht man die Bestimmung der simtlichen 
Funktionen, die fiir y eingesetzt, die Differentialgleichung 
befriedigen. Einer derartigen Aufgabe begegnen wir schon 
in den Elementen der Integralrechnung. In der That ist 


y = | f(a) da 


die Lésung der Differentialgleichung erster Ordnung und 
ersten Grades 


(2) Sie aa (2), 


und wir abstrahieren aus diesem einfachen Beispiele zugleich 
die Erkenntnis, dafs es im allgemeinen unendlich viele 
Funktionen geben wird, die einer gegebenen Differential- 
gleichung geniigen, da ja, wenn g(x) eine Lisung von (2) 
darstellt, auch g(x)-+-c, wo ¢ eine willktirliche Konstante 
bedeutet, derselben Differentialgleichung gentigt. Wir kénnen 
also fiir eine vorgelegte Differentialgleichung entweder nach 
einer speziellen, oder wie man zu _ sagen _pflegt, 
partikularen Lisung fragen oder nach der allgemeinen 
Lésung, d.h. der allgemeinsten Funktion, die der Differential- 
gleichung geniigt. Da das gewdéhnliche Integral (die 
Quadratur) einen besonderen Fall der Liésung einer 
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Differentialgleichung darstellt, bezeichnet man allgemein 
die Auflésung einer Differentialgleichung auch als ihre 
Integration, und spricht von partikularem und all- 
gemeinem Integral einer solchen Gleichung. 


2. Systeme von Differentialgleichungen. 
Reduktion auf Systeme von Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 


In dem aus den Elementen der Integralrechnung ent- 
nommenen Beispiele handelt es sich um die Auffindung 
einer gegebenen Funktion, fiir welche eine Differential- 
gleichung gegeben ist. Oft handelt es sich aber um eine 
allgemeinere Aufgabe. Betrachten wir z. B. die Bewegung 
eines Systems materieller Punkte unter dem Einflusse ge- 
wisser Krafte, die auf diese Punkte einwirken. Seien 


(21) Yr %1)y (®oy Yor 2a)y + » + (®my Ymy 2m) 

die Koordinaten von m solchen Punkten, dann hat man die 
Aufgabe, diese 3m Koordinaten als Funktionen der Zeit ¢ 
zu determinieren. Die ersten Differentialquotienten von 
(2) Yu) %) nach t geben die Komponenten der Geschwindig- 
keit, die zweiten Differentialquotienten derselben Gréfsen die 
Komponenten der Beschleunigung fiir den Punkt (7, y%, 2%). 
Das mechanische Problem, auf dessen Liésung es ankommt, 
liefert eine gewisse Anzahl von Relationen zwischen den 
Koordinaten, den Geschwindigkeits- und Beschleunigungs- 
komponenten und der Zeit ¢, die wir in der Regel in 
die Form 


(3) FF; (2) 9141 oe &my Ym, &m 5 
dg, dy, dz, : da, .d*y, d’z, mm )=o 
Cote tes Gated abt Ge ; 
( = 1, 2,....p) 


setzen kinnen, wo die /, ganze rationale Funktionen der 

angedeuteten Elemente mit von ¢ abhaingigen Koeffizienten 

bedeuten. Gewohnlich ist die Anzahl p dieser Relationen 

gleich der Anzahl 3m der zu bestimmenden Koordinaten, 

dabei ist es nicht ausgeschlossen, dafs einzelne dieser 
4%* 
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Relationen nur die Koordinaten, nicht aber deren Differential- 
quotienten enthalten, d. h. sogenannte Bedingungs- 
gleichungen sind. Ein solches System von Relationen 
bildet dann ein System von Differentialgleichungen 
fiir die unbekannten Funktionen, und es kann natiirlich 
vorkommen, dafs in einem solchen Systeme nicht nur die 
ersten und zweiten, sondern auch noch hohere Differential- 
quotienten der unbekannten Funktionen auftreten. In jedem 
Falle ist es aber durch ein rein formales Verfahren méglich, 
ein solches System von Differentialgleichungen durch ein 
System von Differentialgleichungen erster Ordnung zu er- 
setzen, wobei allerdings die Anzahl der zu bestimmenden 
Funktionen und damit auch die Anzahl der Differential- 
gleichungen vergréfsert werden mufs. Setzt man z. B. in 
dem Falle der Gleichungen (3) 
d x, d yx dz, 


(4) dt = bi dt Se UES are (he ey eT) 


so haben wir fiir die 6m unbekannten Funktionen 


Bay Yay Sey Sky Ney St (k=) 
die Gleichungen 


(5) La) (a, % ES Uppy oa 
d& dy, dé, )=o 
LP GIN Cle in as, 

(eto eee) 


die in Verbindung mit den Gleichungen (4) ein System von 
6 m Differentialgleichungen erster Ordnung konstituieren. 

Auf diese Weise kann z. B. eine Differentialgleichung 
n-ter Ordnung 


dy d"y 
F(y, 54... 74) =0 
fiir die eine unbekannte Funktion y, durch das System 
dy dy, CAT Pipes 
iis wa amaaane 2 SS ee —= Yn —1; 


a Yn — 
E (Gen ees J 1) =0 
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von » Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die » un- 
bekannten Funktionen 


Y) Y19 Yar + + + Yn—-1 
ersetzt werden. 

Hiernach besteht die allgemeinste Aufgabe der Theorie 
der gewohnlichen Differentialgleichungen in der Be- 
stimmung der saimtlichen Funktionssysteme, die 
einem Systeme von Differentialgleichungen erster 
Ordnung Gentige leisten. Die schematische Form eines 
solchen Systems von Differentialgleichungen ist 


_ dy, Ye so 
(6) Gi (ons tes «= a Re ae ope = 0, 
Cost, Prooota) 


wo in der Regel die Gy, als ganze rationale Funktionen 
der angedeuteten Elemente, mit von « abhingigen Koeffizienten 
vyorausgesetzt werden kénnen. 

Wenn wir in den Gleichungen (6) die 


(7) dy, yy dyn 


Oe dee da 


als Unbekannte ansehen, so kann man nach den Regeln 
der Eliminationstheorie im allgemeinen das Gleichungs- 
system (6) durch ein ihm in gewissem Sinne dquivalentes 
System ersetzen, welches so beschaffen ist, dafs in jeder 
Gleichung dieses neuen Systems nur eine der Gréfsen (7) 
auftritt, das also die Form hat 


dy 
(8) i Ce ta) — 9, (A= 1, 2,...m) 


da 


wo die F, ebenfalls ganze rationale Funktionen der an- 
gedeuteten Elemente mit von w abhiangigen Koeffizienten 
bedeuten; der Ubergang von den Gleichungen (6) zu den 
Gleichungen (8) erfolgt durch Ausfiihrung rein rationaler 
Operationen. 

Die allgemeinste Aufgabe, mit der wir uns zu _ be- 
schiftigen haben, besteht also darin, fiir ein gegebenes 
Gleichungssystem von der Form (8), sei es ein spezielles 
(partikulares), sei es das allgemeinste Funktionssystem 
Yr) Yo) +++ Yn ZU destimmen, welches diese Gleichungen be- 
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friedigt. Man nennt ein solches Funktionssystem ein 
partikulares beziehungsweise das allgemeine Integral- 
system des gegebenen Systems von Differentialgleichungen. 

Bei der Darlegung der Methoden, die fiir die Lisung 
dieser Aufgabe ausgebildet worden sind, werden wir uns 
zumeist auf den einfachsten Fall » —1 beschrinken, da das 
Wesen dieser Methoden an diesem Falle in vollig aus- 
reichender Weise erlaiutert werden kann, und durch diese 
Beschrinkung eine nicht geringe Menge von Schwierigkeiten 
algebraischer und funktionentheoretischer Natur vermieden 
wird, die bei der Behandlung der allgemeinen Aufgabe auf- 
treten. 


3. Orientierung tiber die Natur der Integrale einer 
Differentialgleichung erster Ordnung. 


Wenn n=—1 ist, so reduziert sich das System der 
Gleichungen (6) auf die eine Differentialgleichung erster 


Ordnung 2 ( tv) a 
LOT Aaa 
net . : nel 
Sei die ganze rationale Funktion F in 4 vom m-ten 


Grade und denken wir uns nach Potenzen dieser Grifse 
geordnet, so hat die Differentialgleichung die Gestalt: 


@ w W(S4) +90 (GE) +... + one) =0, 


WO Po. Pi>--- Pm ganze rationale Funktionen von y mit 
von # abhingigen Koeffizienten bedeuten. Um _ vorerst 
Schwierigkeiten aus dem Wege zu gehen, die das Wesen 
der hier zu entwickelnden Prinzipien nicht beriihren, denken 


: : da 
wir uns aus dieser Gleichung m-ten Grades “G_ ausgerechnet. 
av 
Wir kommen an spiiterer Stelle auf die Art und Weise, wie 
man sich diese Rechnung ausgefiihrt zu denken hat, aus- 
fiihrlich zuriick; hier gentigt es zu bemerken, dafs sich im 


. ; di 
allgemeinen m verschiedene Lisungen fiir ae ergeben, 
a & 
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deren eine wir den nachfolgenden Betrachtungen zu Grunde 
legen und in der Form 


dy 


(10) =J(#,y) 
schreiben wollen, wo /(z,y) von den Koeffizienten der 
Gleichung (9) in algebraischer Weise abhinet. 

Die Gleichung (10) besagt, dafs der Differentialquotient 
der unbekannten Funktion y durch « und y bestimmt ist. 
Deuten wir 2 und y als rechtwinkelige Koordinaten in einer 
Ebene, so wird die unbekannte Funktion y von x durch 
eine Kurve dieser Ebene dargestellt, und die Gleichung (10) 
liefert die trigonometrische Tangente des Winkels, unter 
welchem sich die an jene Kurve im Punkte (z, y) gelegte 
Tangente zur positiven «-Achse neigt, ausgedriickt durch 
die Koordinaten dieses Punktes. Sei num (x, y)) ein be- 
liebiger Punkt jener Kurve, so kennen wir vermége der 
Gleichung (10) 


dx 


dy ; 
(S2)i- SS v0) 


Ohip YE 

Yi 0, 
d. h. die Tangente an jene Kurve im Punkte (a, y)), vor- 
ausgesetzt, dals f(x), ¥,) ein eindeutig bestimmter Wert ist. 
Diese Tangente enthilt nun den dem Punkte (,, y,) un- 
endlich benachbarten Punkt der Kurve mit den Koordinaten 


a +dz—z,, 
Yo + dy =%) 
in welchem wir zufolge der Gleichung 


dt : 

(e ee =f (#4, %) 

y= 

wieder die Tangente konstruieren kénnen. Diese geht 
wieder durch den dem (,, y,) unendlich benachbarten Punkt 
der Kurve hindurch, und auf diese Weise fortfahrend, kénnen 
wir die suecessiven Punkte der Kurve konstruieren, bis wir 
zu einem Punkte (z,y) kommen, wo /(#,y) aufhért, einen 
eindeutig bestimmten Wert darzustellen. Bemerkenswert 
ist, dafs diese Konstruktion stets ausfiihrbar ist, wie auch 
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der Anfangspunkt (2), 7) gewihlt werden mag, dafs wir 
also durch jeden beliebigen Punkt der Ebene als Anfangs- 
punkt eine solche Integralkurve hindurchlegen kénnen, 
vorausgesetzt, dafs fiir die Koordinaten dieses Punktes die 
Funktion f(x, 7) einen eindeutig bestimmten Wert besitzt. 

Wir wollen nun diese auf die geometrische Anschauung 
gegriindete Betrachtung in schirferer analytischer Fassung 
reproduzieren, wodurch sich uns zugleich ein Weg erdffnen 
wird, auf welchem man in gewisse Stetigkeitseigenschaften 
der Integralfunktion Einsicht zu gewinnen vermag. Jene 
geometrische Betrachtung hat uns gezeigt, dafs die Aufgabe, 
eine Funktion zu suchen, die der Differentialgleichung 
geniigt, noch durch die Forderung prizisiert werden kann, 
dafs jene Funktion fiir einen gegebenen Wert 2, der un- 
abhingigen Variabeln einen willkiirlich vorgeschriebenen 
Wert y, annehmen soll, d. h. dafs man die gesuchte Funktion 
noch gewissen sogenannten Anfangsbedingungen zu 
unterwerfen hat, um dieselbe genauer zu determinieren. Das 
Verfahren, durch welches man eine solche Funktion herstellen 
kann, ist genau demjenigen nachgebildet, mittelst dessen 
man in den Elementen der Integralrechnung die Existenz 
einer Funktion nachzuweisen pflegt, die einer Differential- 
gleichung von der Form 

dy 
dae = f (#) 

gentigt und fiir einen gegebenen Wert x, von 2 ver- 
schwindet, d. h. die Existenz des bestimmten Integrals 


Sei die Funktion f(#,y) der realen Variabeln «, y fiir 
Werte dieser Variabeln, die den Ungleichungen 


|z— a |<a, |y—y%|<5*) 


Gentige leisten, eindeutig, endlich und stetig und fiir eben 
diese Werte von a, y 


\f (@, y) | <a 


*) Wir bezeichnen in tiblicher Weise den absoluten Betrag 
(Modul) einer realen oder komplexen Griéfse a durch |a]. 
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wo M eine angebbare positive Gréfse bedeutet. Sei, um 
die Vorstellung zu fixieren, «>>, und denken wir uns 
das von wz, bis « reichende Intervall durch die Punkte 
&4, ®,..-%,—1 in n Teile geteilt, setzen wir ferner der 
Gleichmifsi¢keit wegen 


Rae Ly. 
Dann kann man aus der Gleichung 
Yy — Yo = (#, — ay) f (® Yo) 
den Wert y, in eindeutiger Weise bestimmen, und es ist 
|41 — 4% |< Ue, — a): 
Um damit nun 
[41 — Yol<b 


sei, mufs 
b 
[Caen s UU 


gewihlt werden. Wir beschrinken darum den Wert « und 
damit auch die Teilpunkte w,, 2, ...,—1 auf das Intervall 


|e—a,|<A, 


wo A den kleineren der beiden Werte a und ox bedeutet; 
dann ist f(z,,¥,) jedenfalls ein wohlbestimmter Wert, und 


die Gleichung 
Yo — Y1 = (Xe — #,) f (%, 41) 
bestimmt ein y,, fiir welches: 
lYo cma0 | a | (ty — 24) f (44) Y,) + (4, — 2p) F (209 Yo) ; 
<a(i, —2,)M<MA<b 
ist. Auf diese Weise fortfahrend erhalten wir das 
Gleichungssystem: 
G1) #%—%-1= (a, — &—1) f (®ke —1) Ye —1)) 
(k= 1, 2,...) 


dessen letzte Gleichung ein y, liefert, welches fiir jeden 
Wert von n und fiir jede Wahl der Teilungspunkte 
@4,%q) +++ 4 —1 Vollig bestimmt ist. 
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In dem einfachen Falle, wo f(z, y) von y unabhingig 
ist, wo es sich also um das Problem der elementaren 
Integralrechnung handelt, folgt durch Addition der 
Gleichungen (11) 


Yn — Yo Se of ea); 


und man zeigt auf bekannte Weise, dafs die auf der rechten 
Seite dieser Gleichung stehende Summe mit wachsendem 
einem Grenzwerte zustrebt, der unabhangig ist von der Wahl 
der Teilungspunkte und der eben das bestimmte Integral 


| fla) dz 


liefert. Ganz ihnliche Schliisse gestatten auch in dem hier 
vorliegenden allgemeinen Falle den Nachweis, dafs sich y, 
mit wachsendem n einer bestimmten Grenze niahert, die von 
der Wahl der Teilungspunkte 2,, 7,,...%—, wnabhingig 
ist, dafs dieser Grenzwert 


im Yn = ¥; 


der fiir «—w#, den Wert y, annimmt, der Differential- 
gleichung (10) geniigt und fiir | «— «, |< A eine eindeutige 
und stetige Funktion von 2 darstellt. Cauchy hat in den 
(1823 von Moigno herausgegebenen) Vorlesungen an der 
Pariser Ecole Polytechnique zuerst diesen Nachweis gefiihrt 
und Herr Lipschitz hat*) den Cauchyschen Beweis ver- 
einfacht und priizisiert, indem er hervorhob, dafs die Funktion 
J (a, y) aufser den Bedingungen der Eindeutigkeit und Stetig- 
keit noch einer weiteren Beschriinkung unterworfen werden 
mufs, die z. B. jedenfalls erfiillt ist, wenn f(z, y) nach y 
differentiiert werden kann.**) 

Ohne auf eine Wiedergabe dieses Nachweises einzugehen 
— da wir von der hier entwickelten Eigenschaft der Integrale 
keinen unmittelbaren Gebrauch zu machen _beabsichtigen, 
— zeigen wir nur, dafs es nicht zwei verschiedene stetige 
Funktionen von # geben kann, die die Differentialgleichung 
(10) befriedigen und beide fiir «—.«, den Wert y, an- 
*) Vergl. Analysis I (Bonn, 1877), S. 504. 
**) Vergl. auch Picard, Traité d’Analyse II (Paris, 1894), S, 292. 
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nehmen. Wiren namlich zwei solehe Funktionen y und z 
vorhanden, so geniigte ihre Differenz 
U = & — y 

der Differentialgleichung 

du f 

=— =f (#, 2) —f (#,y), 

dx 
und fiir «= x, ist u gleich Null. Setzen wir nun voraus, dafs 
/ (#, y) nicht allein nach y differentiierbar, sondern auch, dafs 


& =f (a, y) 


als Funktion von « und y stetig ist, so ist nach dem 
Rolleschen Satz 


S@92—f@y=e—yY)f @y+9e—y) O<¢t<1) 
und 
FP (@ y+ 9% —y) = G (a) 
eine fiir |«—a,|<(A stetige Funktion von z. Aus der 
Differentialgleichung 
du 


Fimo G(x) u 


folgt aber nach Division durch w und Integration 
log u = [ G(a) dx + const. 


oder 
[@@) da 


WSOC. 4% ; 
wo ¢ eine willkiirliche Konstante bedeutet. Da G(x) im 
Integrationsintervalle stetig ist, kann u fiir «— #, nur dann 
verschwinden, wenn c = 0) ist, es ist also w identisch gleich 
Null, dosh. y= z. 

Die Differentialgleichung (10) besitzt also stets 
ein und nur ein stetiges Integral y, welches den 
Anfangsbedingungen y=—y, fiir c— a, geniigt. 

Da aus dem so bestimmten Integrale 


Y = P (23% Yo) 
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jedes Integral der Differentialgleichung, welches fiir z) einen 
bestimmten Wert besitzt, hervorgeht, indem man an die 
Stelle von y,) jenen bestimmten Wert setzt, kann man, in- 
dem man 2, fest, y, dagegen willkiirlich lafst, die Funktion 
P(@} Lo) Yo) auch als das allgemeine Integral der 
Differentialgleichung (10) ansehen; dieses hangt also von 
der einen willkiirlichen Konstanten y, ab. 


4. Verallgemeinerung auf ein System von Differential- 
gleichungen erster Ordnung. 
Differentialgleichung n-ter Ordnung. 


Wir wenden uns nun zu dem Falle eines Systems von 
n Differentialgleichungen erster Ordnung, und denken uns 
auch hier die dieses System darstellenden Gleichungen (6) 
der Nr. 2 (S. 5) in Bezug auf die Gréfsen 


dyz 


dx 


aufgelést, so dafs also Gleichungen yon der Form 
d 
oo) <= fa (Yay Yar «+ - Yo) (A= 1, 2,...7) 


vorliegen. Seien x, y, y®,...y willktirliche reale Werte, 
und mégen die /, fiir 


(13) |e — #| <a, lya— yn | <b (A= 4, 2,...m) 


eindeutige, endliche, stetige und nach den y,,4¥,..-Yn 
differentiierbare Funktionen der realen Variabeln ~, y,, 45)... Yn 
sein, dann lifst sich stets eine positive Gréfse M so an- 
geben, dafs fiir die durch die Ungleichungen (13) charakteri- 
sierten Wertesysteme jener Variabeln 


We CAV HACE a oui! (A= 1, 2,...m) 
ist. Sei wiederum A die kleinere der Grifsen a und uae 


M’ 
und beschrinken wir w auf das Intervall 


[Oey =A 
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teilen ferner die Strecke von x, bis x durch die Punkte 
Oey oo ln — 19 lim =) 
in m Teile, so kénnen wir durch die m Gleichungssysteme 
YQ — y= (ee — ae -1) fa (ery YE, YF, yk) 
CGieet oy ay ko 1,. 25, im) 
successive die m Wertesysteme 
YD, Ys YY, 
Yo, yy 
é n 
definieren, die simtlich der Bedingung 
gy) <b 4 4, 2,3 hie, 2p) 
Geniige leisten. Fiir ins unendliche wachsendes m nihern 


sich, wie man ebenso, wie im Falle n= 1 zeigen kann,*) 
die y”™ wohlbestimmten Grenzwerten 


lim ym) =¥%,, lim ym SFU O o lim y™) = Yn; 
m ™m™ ™ 


die fiir |e—«,|<(A eindeutige und stetige Funktionen 
von w sind, den Differentialgleichungen (12) geniigen und 
fir «=, die Werte 

(14) y, yo, a of 
annehmen. Auch ist dieses Integralsystem durch seine 
Eigenschaften eindeutig determiniert und stellt fiir ein 
festes «, und willkiirliche 7, y,...y das allgemeine 
Integralsystem des Systems von Differentialgleichungen 
in der Nihe der Stelle ~ dar. Das allgemeine Integral- 
system hiingt demnach von den 2 willkiirlichen Kon- 
stanten (14) ab. 

Spezialisieren wir dieses Resultat auf den Fall einer 
Differentialgleichung n-ter Ordnung 


( dy d’y dry zh 
as: 7 


Dd da? °° dam 


aus der wir uns die n-te Ableitung wieder in der Form 


WM dy Coy 
d a” =f(s nda dav} 


*) Vergl. die Citate auf S. 10. 


(15) 
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ausgerechnet denken wollen, so ist diese Differentialgleichung 
dem Systeme 


dy wed dy, ne Qinee PA 
lae—% FE ee ian eats 
(15a) : 
| At =f (4 Yas Yor + Yu—1) 


von n Differentialgleichungen iquivalent (vergl. Nr. 2, S. 4). 
Nach dem fiir ein solches System giiltigen Satze giebt es 
also ein System von Funktionen 


Yr Y1r Yor e+ Yn —15 
welches ftir =a, die Werte 
GU Yin s a Vola ed nn te 
annimmt, in der Nihe von «, stetig ist, dem Systeme von 
Differentialgleichungen (15a) Geniige leistet und durch diese 


Eigenschaften eindeutig bestimmt ist, vorausgesetzt, dafs die 
sonst willkiirlich zu wihlenden realen Anfangswerte 


a ’ a(n —1 
Xo, Yor Yor Yr? 


so beschaffen sind, dafs in der Nahe derselben die Funktion 


F (® Yy Yay +++ Yn—1) 
eindeutig, endlich, stetig und nach den y, y,,---Y%—1 
differentiierbar ist. 

Die Differentialgleichung n-ter Ordnung (15) besitzt 
folglich ein und nur ein eindeutiges und stetiges Integral, 
welches fiir 2—.«, den Wert y, annimmt und dessen 
(x —1) erste Ableitungen ebenfalls fiir za, die Werte 
Yo's Yo'y---Y"— annehmen, Fiir ein festes x und will- 
ktirliche 


Yor oor yey? 


ist dieses Integral das allgemeine; das allgemeine 
Integral einer Differentialgleichung n-ter Ordnung 
hangt demnach von nv willkiirlichen Konstanten ab. 

Auf Grund der in den beiden letzten Nummern an- 
gedeuteten Resultate kénnen wir jetzt das in der Theorie 
der Differentialgleichungen zu lisende Problem  schiirfer 
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formulieren. An Stelle der allgemein gehaltenen Aufgabe, 
die siimtlichen Funktionssysteme zu finden, die ein gegebenes 
System von Differentialgleichungen erster Ordnung befriedigen, 
setzen wir die folgende: 

Es ist dasjenige Funktionssystem zu determi- 
nieren, welches einem gegebenen Systeme von 
Differentialgleichungen Genitige leistet und gewisse 
vorgeschriebene Anfangsbedingungen erfiillt, und 
zu erforschen, wie dieses Funktionssystem von der 
unabhaingigen Variabeln, den gegebenen Anfangs- 
werten, und eventuell von den in den Koeffizienten 
noch auftretenden Parametern abhingt. 


5. Beispiel aus der analytischen Mechanik.*) 


Die Art und Weise, wie man sich die Lésung der am 
Schlusse der vorigen Nummer formulierten Aufgabe zu 
denken hat, wird vielleicht am deutlichsten hervortreten, 
wenn wir zunichst fiir ein Beispiel diese Lisung zu geben 
suchen. Wir wihlen hierzu ein Problem der analytischen 
Mechanik, um zu zeigen, dafs gerade die angegebene 
Fassung des Integrationsproblems auch diejenige ist, die 
gewiihlt werden mufs, wenn es sich darum handelt, den 
Verlauf einer Bewegung auf Grund der diese Bewegung 
charakterisierenden Differentialgleichungen zu _beschreiben. 

Bedeutet g den Winkel, den ein einfaches (in einer 
Ebene schwingendes) mathematisches Pendel von der 
Linge / zur Zeit ¢ mit der Vertikalen einschliefst, so geniigt 
g nach den Lehren der Mechanik der Differentialgleichung 


(16) d” @p oy g 


dae [eae 


wo g die Konstante der Gravitation bedeutet. Diese 
Differentialgleichung ist von der zweiten Ordnung; zur 
volligen Bestimmung eines Integrals hat man demnach als 
Anfangsbedingungen anzugeben die Werte von und 


*) Vergl. Durége, elliptische Funktionen, 3, Aufl. (1878), S. 11 ff; 
Kirchhoff, Mechanik (1877), S. 18 ff. 
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a zu einer bestimmten Zeit. Man mufs also, um die Be- 
wegung des Pendels véllig zu bestimmen, die Lage des 
Pendels und die Winkelgeschwindigkeit des pendelnden 
Punktes in einem Zeitmomente kennen. 

Mége sich das Pendel zur Zeit ¢ 0 gerade in der 
Vertikalen befinden, und sei in diesem Momente die Winkel- 
geschwindigkeit gleich v,, so haben wir also die Anfangs- 
bedingungen 


d 
(17) p=0, Fr =%, fiir t—0. 
Multipliziert man beide Seiten der Gleichung (16) mit 
dq e 
2 —~, so erhalt man 


dt 


alee a) ‘|= 2 o d cos p 
dt dt 
und indem man auf beiden Seiten nach ¢ integriert, 


dp \?  -29 
(18) (Se = ays (COs m — COS a), 


wo o@ die Integrationskonstante bedeutet. Setzen wir t— 0, — 
so ergiebt sich zufolge der Anfangsbedingungen (17) 


= ne (1 — cos a), 
woraus 

(19) cos a = 1 — —. 

Hieraus kénnen wir schon einen Schlufs ziehen, der 
die Art, wie der Verlauf der Bewegung von der Wahl der 
Anfangsbedingungen abhingt, hervortreten lifst. In der 


That ist: 
fiir lu < 249, rake 


» 29<IH<4y, jal >, 


2 : ess 
» 6% > 49, a@ imaginar. 
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Wenn e@ real ist, so haben wir fiir p—=-+ a 

dq 

dt 


d?q ‘ 
= 0, sgn 2 = — sgn (+ a)", 
die Funktion m von ¢ nimmt also fiir g—-+ a einen 
extremen Wert (Maximum oder Minimum) an. D. h. wenn 


a real ist, oder, wenn Jv, die sogenannte Centrifugal- 
kraft zur Zeit des Durchgangs durch die Vertikale, t= 0, 
nicht grofser ist als die vierfache Schwere, schwingt das 
Pendel zwischen zwei Extremlagen hin und her, und zwar 
bleibt es unterhalb der durch den Aufhingepunkt gehenden 
Horizontalen, wenn die Centrifugalkraft im Momente 
t=O kleiner ist als die doppelte Schwere, wihrend es sich 
im entgegengesetzten Falle tiber diese Horizontale erhebt. 
Wenn «@ imaginir ist, d. h. wenn die Centrifugalkraft zur 
Zeit des Durchgangs durch die Vertikale griéfser ist als die 
vierfache Schwere, schwingt das Pendel im ganzen Kreise 
herum, da in diesem Falle eine Extremlage nicht existiert. 

Lassen wir den letzteren Fall beiseite, beschranken 
uns also auf das hin und her schwingende Pendel, so folgt 
aus (18) 


ik. dp 


dt = 


29 Voosp—cosa’ 


also durch Integration und mit Riicksicht auf die Anfangs- 
bedingungen (17) 


ae (pt Lao 
HY ee 


oder wenn wir durch die Gleichung 


rp. | ‘ 
—- ——s Wf a (04, 
sin 9 Pp sin. 9 ) 


eine neue Integrationsvariable « einfiihren und iiberdies 
*) Durch sen a bezeichnen wir in iiblicher Weise das Vorzeichen 


einer realen Gréfse a. 
Schlesinger, Differentialgleichungen. 2 
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sin = Ct 


setzen, 


x 


g dx 
t quan = 


Das hier ele ay Integral ist ein elliptisches; 
wir werden an spiterer Stelle (Nr. 71) zeigen, dafs, wenn 
in der Gleichung 


x 


aa 
— | Ya—2 0 — 2 
0 


w als Funktion von u aufgefafst wird, diese Funktion eine 
fiir jeden Wert von wu eindeutige ist. Man bezeichnet 
diese Funktion nach Jacobi als 


“= sinam u 


und sagt, sie gehére zam Modul &, was man auch in der 
Bezeichnung hervortreten lassen kann, indem man 


v == sinam (u; mod &) 
schreibt. Wir finden also 


sin 


é a 
L == — - == sinam 4; mod sin = }, 
a 2 


sin — 
2 


und hieraus fiir m den expliziten Ausdruck 


gy = 2 aresin sin = - sinam (i ) 4; mod sin at 


der uns g als Funktion der unabhiingigen Variabeln ¢, des 
Anfangswertes v, (mit dem q@ dureh die Gleichung (19) 
verkniipft ist) und endlich des in den Koeffizienten der 
Differentialgleichung auftretenden Parameters / (der Pendel- 
lange) charakterisiert. 
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Wir kénnen aus diesem Beispiele aber noch eine Ein- 
sicht abstrahieren, die fiir die ganze Richtung unserer 
weiteren Studien von entscheidendem Hinflusse sein wird. 
Die Geschichte der Wissenschaft lehrt, dafs eine vollstiindige 
Erkenntnis der Eigenschaften der Funktion sinam wu nur 
dadurch erlangt werden konnte, dafs man diese Funktion 
fiir komplexe Werte der Variabeln wu studierte. In der 
That besitzt diese Funktion, wie Abel und Jacobi gezeigt 
haben, fiir reale Werte von o« stets eine reale und eine 
imaginire Periode, und nur auf Grund dieser Eigenschaft 
(der sogenannten doppelten Periodizit&ét) gelang es Jacobi, 
eine Darstellung jener Funktion in der Form des Quotienten 
zweier konvergenter Reihen zu finden, die fiir die Wert- 
berechnung in hervorragender Weise geeignet ist. Was 
nun fiir die einfache Differentialgleichung (16) gilt, wird 
auch fiir kompliziertere Differentialgleichungen giiltig bleiben; 
man wird eine tiefere Einsicht in die Natur der Integral- 
funktion nur dann gewinnen und fiir die Wertberechnung 
brauchbare Darstellungen dieser Funktion nur dann geben 
kénnen, wenn man die Variabeln nicht auf reale Werte 
beschrinkt. Dies schliefst natiirlich nicht aus, dafs auch 
die Untersuchung der realen Kurven, die durch Differential- 
gleichungen definiert werden, zu Resultaten von hervor- 
ragendem Interesse fiihren kann, aber gerade wenn es sich 
um physikalische Anwendungen handelt, wo es wesentlich 
auf den Verlauf der Integralfunktion, und auf die Erzielung 
einer fiir die angeniherte Berechnung brauchbaren Dar- 
stellung durch gleichmifsig konvergente Reihen ankommt, 
kann man der Untersuchung der betrachteten Funktion fiir 
komplexe Werte der Variabeln nicht entraten. Wir werden 
darum im folgenden die durch Differentialgleichungen ver- 
kniipften Veriinderlichen, als komplexe Veriainderliche 
auffassen und von diesem Standpunkte aus zuniichst in eine 
systematische Entwickelung der EKigenschaften der durch 
eine Differentialgleichung erster Ordnung von der Form (10) 
Nr. 3 (8S. 7) definierten Funktionen eintreten. 


Erstes Kapitel. 


Allgemeine Untersuchung der Lésungen von 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 


6. Differentialgleichungen erster Ordnung fiir 
komplexe Werte der Variabeln. 
Aufstellung einer Potenzreihe, die der Differential- 
gleichung formal geniigt. 


In der Differentialgleichung 


i : 
(1) <1 =f (0,9) 


werde « als komplexe Variable aufgefafst. Dann geniigt 
es nicht, wie in dem Falle eines realen x, die Funktion 
T(#y) als eindeutige und stetige Funktion von « und y 
aufzufassen, wir werden vielmehr annehmen miissen, dafs 
J (#,y) eine monogene (analytische) Funktion der beiden 
komplexen Veranderlichen «,y sel. 

Moge (a, 4) ein Wertepaar der komplexen Variabeln 
x, y bedeuten, in dessen Umgebung /(«, y) eindeutig, endlich 
und stetig, oder wie wir (dem Sprachgebrauche der 
franziésischen Analysten folgend) sagen wollen, holomorph 
ist; dann ist bekanntlich /(, y) in dieser Umgebung, d. h. fiir 

|v — #| 2a, |y—y| 4b 

nach positiven ganzen Potenzen von «—#, y—yy ent- 
wickelbar: 


F(a, y) = Ago =f AN (t@— &) ta ar (y — 4) = Ie ane (Bi ®,)? 
= Ay (w a ce) (y aa Yo) a Ang (y ase Ue ye + oo 8 09 
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und die Koeffizienten dieser Reihe sind nach dem Taylor- 
schen Satze durch die Gleichungen 


, m0) of 
Ayy =F (®o: Yo) A, = (= q ae Ay, = ) 
iL rel 


bestimmt. 

Es entsteht nun die Frage, ob es eine Lisung der 
Differentialgleichung (1) giebt, die fiir «—.«, den Wert 
y¥=Yo annimmt, und die in der Umgebung von x= a2, 
holomorph, d. h. nach positiven ganzen Potenzen von « — «, 
entwickelbar ist. Setzen wir 


Y = Yo + % (@ — 4%) + % (4# — %)? +... 
in die Differentialgleichung ein, und versuchen zuniichst, ob 
sich die Koeffizienten dieser Reihe so bestimmen lassen, 
dafs sie der Differentialgleichung formal Geniige leistet. 
Sei der Einfachheit wegen 
# — Wy = $3 Y¥— Yo =; 

dann wird 

TS POE 

dx dé’ 

F(@, Y)=FE+%, 1 +4) = 5, %), 
und » (&, 7) ist in der durch die Ungleichungen 
|S] 2, |n|<o 

definierten Umgebung der Stelle § 0, 7 = 0 in der Form 


v6 05 Sas 


darstellbar. Die Differentialgleichung (1) verwandelt sich in 
di ; 
(2) Te IED 


und wir haben die Koeffizienten der Reihe 


n=ebta eta e+... 
so zu bestimmen, dafs diese die Differentialgleichung (2) 
formal befriedigt. 
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Wir bilden durch gliedweise Differentiation 


d at 
qr + 2e¢§ 4-30, S*-+-...., 
dann mufs 
(3) ear e ae) eae ee eee losin aes clea 


sein. Denken wir uns die auf der rechten Seite stehende 
Reihe nach Potenzen von § geordnet 


pe, 1) = Pot 1 $ Hes a3 


so sind die Koeffizienten g, aus den A,; und den ¢ allein 
durch die Operationen der Addition und Multiplikation zu- 
sammengesetzt und zwar ist offenbar m, von den ¢ ganz 
unabhingig, waihrend g, nur von ¢,, ~, nur von ¢,, ¢, all- 
gemein g, nur von den 


ORE SAMY 
abhingt. Wir setzen darum der Deutlichkeit wegen 


Pr = Pn (G1) Cy» » &)> 


Aus (3) folgt dann 


il 1 
le =P) = Ago, & = rs (4); 3 = 3 Pa (C4502) --++ 
(4) 


1 
[ Cy 1 = Pr (4) oy ++ + Or) oes 


so dafs also jedes c, durch die vorhergehenden in eindeutiger 
Weise bestimmt ist. Die mit diesen q gebildete Reihe 


(5) Do ghee 
k=0 
befriedigt formal die Differentialgleichung (2); es handelt 
sich nun noch um die Frage ihrer Konvergenz. 

Das hier eingeschlagene Verfahren, die Koeffizienten 
einer Reihe so zu bestimmen, dafs diese Reihe einer vor- 
gelegten Differentialgleichung gentigt, wurde schon von den 
Analysten des achtzehnten Jahrhunderts vielfach angewandt 
und als die Methode der unbestimmten Koeffizienten 
bezeichnet. Nur hielten jene Analysten dadurch das Problem 


7. Konvergenz der aufgestellten Reihe. Calcul des limites. 23 


der Integration fiir erledigt, indem sie nicht bezweifelten, 
dafs ein wohlbestimmter analytischer Ausdruck auch stets 
einen Sinn habe. Wir wissen heute, dafs eine solche Reihe 
nur dann eine Funktion darstellt, wenn sie konvergent ist, 
und werden an spiiterer Stelle sehen, dafs es sehr wohl 
Reihen giebt, die Differentialgleichungen formal befriedigen, 
und trotzdem fiir keinen Wert der unabhingigen Variabeln 
konvergent sind. Die Frage nach der Konvergenz der mit 
den Koeffizienten (4) gebildeten Reihe (5) ist also keine 
miifsige. 


7. Konvergenz der aufgestellten Reihe. 
Calcul des limites. 


Die Untersuchung der Konvergenz der Reihe (5) scheint 
auf den ersten Augenblick ziemlich kompliziert, da die 
Koeffizienten dieser Reihe einem nicht leicht zu tibersehenden 
Gesetze gehorchen. Es ist aber Cauchy, der iiberhaupt 
diese Art der Fragestellung zuerst eingefiihrt hat, gelungen, 
diese Untersuchung in dufserst einfacher Weise zu erledigen, 
indem er sich einer Methode bedient, die er als calcul 
des limites (Rechnung mit Grenzen) bezeichnet, und die 
seitdem in allen Zweigen der Analysis, wo es sich um 
Konvergenzbeweise fiir Ausdriicke, die nach der Methode 
der unbestimmten Koeffizienten hergestellt sind, handelt, mit 
grofsem Erfolge angewandt wird. 

Das Wesen der Cauchyschen Methode besteht im 
folgenden : 

Denken wir uns an die Stelle der die Funktion @ (§, 7) 
darstellenden Reihe 

Dy; Sa) A, k Ef nf 
4=0k=0 
eine andere Reihe 
XS » Bix & nk = w 65, 9) 
4=0k=0 
gesetzt, die ebenso wie die urspriingliche fiir 
He 


ieee 
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konvergiert, und deren Koeffizienten 4,; positive, reale 
Gréfsen von der Beschaffenheit sind, dafs 


Beal Ane |e (Ay Ore) 


Wir bezeichnen nach Herrn Poincaré diese Beziehung 
zwischen den beiden Reihen, oder zwischen den durch diese 
Reihen dargestellten Funktionszweigen g (§, 1) und w (&, 7) 
durch das Symbol 


9 E71) <w6, 7). Cz) 
Betrachten wir nun die Differentialgleichung 
dy z 
(6) Te = GS 


und setzen hierin fiir ) die Reihe 
Va, S955 So ies 


Wir bestimmen die 7, so, dafs diese Reihe der 
Differentialgleichung formal Geniige leistet; dann setzen sich 
die y, aus den 5,, offenbar in derselben Weise zusammen, 
wie die c, aus den A;,, und da die B,; real und positiv 
sind, werden die y, ebenfalls real und positiv ausfallen. 
Da tiberdies die 5,; nicht kleiner sind als die entsprechen- 
den |A;;|, so folgt ferner, dafs auch 


Te Cue (v = 1, 2, 3,...) 


Es ist also, wenn wir die Poincarésche Bezeichnung auch 
auf den Fall von Reihen, deren Konvergenz noch nicht 
feststeht, iibertragen 


DOG) ae (6) 
v=0 v=0 
Wenn nun bekannt wire, dafs die fiir y aufgestellte 
Reihe in einer gewissen Umgebung von § == 0 konvergiert, 
so folgte hieraus, dafs auch die Reihe 


ee) + 
PAR 
y=0 


in derselben Umgebung von §=—0 konvergent sei; und 
dies ist der Grundgedanke des calcul des limites. 
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Es handelt sich nun wesentlich um die geeignete Wahl 
der Reihe w (§,7). Das nichstliegendste wire die 
Biy=|Ara| a 
zu nehmen, und in der That hat Herr Lindeléf auf diese 
Weise den Konvergenzbeweis gefiihrt.*) Wir wollen aber 
der urspriinglichen Cauchyschen Darstellung folgen, die 


noch immer in verhiltnismifsig einfachster Weise zum 
Ziele fiihrt.**) 


8. Aufstellung der Cauchyschen Vergleichs- 
funktion. 


Sei allgemein ¢ (§, 7) eine fiir 
|E| 2a |n| 2 
holomorphe Funktion der komplexen Variabeln §, 7, dann 
ist g (§,7) als Funktion von § fiir |§| 2 @ holomorph, also 
innerhalb des durch die Gleichung 
FiO 
definierten Kreises K durch das Cauchysche Integral in 
der Form 


Z ; p (2 ”) da 
27 “x—& 
(If) 
darstellbar. Differentiieren wir 4-mal nach § und setzen dann 
a=a.er, 029222) 


Pp (5, i) =x 


so ergiebt sich 
27 
of pS, 4) A p(ae',1) avi, 
; > ~ Ot CSE ERA, 
0 


*) Acta Societatis sc. Fennicae T. XXIJ, Nr. 7 (1896). 

**) Cauchy, Oeuvres, I. Serie, T, VII. Vergl. Briot et Bouquet, 
Journal de l’Ecole Polytechnique, Cah. 36, 8. 136 ff.; ferner Picard, 
Traité d’Analyse, T. I, S. 238, 305; Poincaré, Mécanique céleste 
Bh Sp toy he i 
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also fiir é— 


a7 


A! i ; 
OE) ae 5 foe ne-t98dd, 


0 
Gleichermafsen ergiebt sich, indem man @ (ae*', 7) als 
Funktion von 7 innerhalb des Kreises | |= 0 studiert, ftir 
n— 0, 


27 


”) ) di § Si) ep —kSi de 
sty =. @ gp (ae**, bedNe de 

0 
also, wenn wir in (7) an die Stelle von @ (we**, n) die Funktion 


(Eee oP > 1) 


( Oo” p (ae, 
i 


70) 
setzen: 
(2960+) 
0 an §=0, 7=0 
REL HELA 
Al 
= a an [> (a Fi, b obi) e-G9+*Di dG dE. 
® © 


Da ¢ (§,7) innerhalb und auf der Peripherie der Kreise 
|S| =a, |n|=6 
holomorph vorausgesetzt wurde, giebt es eine positive Zahl 
M von der Beschaffenheit, dafs fiir 


[S| 44, [nl 2b, |p G,n)| <u 


ist; nehmen wir also in (8) auf beiden Seiten der Gleichung 
die absoluten Betriige, so finden wir, dafs jedenfalls 


( oT" pS, 0) 
OS) o7- B=, Geese 
9 


WORY ea . 
es: aie | faves 
O10) 


= 2 FED 
Yysan a 


8. Aufstellung der Cauchyschen Vergleichsfunktion. Or 


also 
AL k! 


at bk 


M 


| 2555), 
0§* an 


sein wird. 

Wenden wir diesen Satz auf die in den vorigen 
Nummern betrachtete Funktion ¢ (&, 7) an, so ergiebt sich 
fiir die Koeffizienten A, ; 


M 
| Azx%| 4 —> 
a 
wir haben also 
x a oo GA k 
PE) My DT SF al (&, 2) 


Die auf der rechten Seite stehende Doppelreihe 
konvergiert offenbar fiir 
|E] <4, |n| <b 


und stellt, da sie in das Produkt zweier geometrischer 
Reihen zerfallt, die Funktion 


w (§, 7) = E sts 5 
(:—=) (—+) 


dar. Dies ist die Cauchysche Vergleichsfunktion. 
Wir haben nun die Differentialgleichung zu betrachten: 


©) eae: aye ny 
a b 


die wir in der Form 


schreiben. In dieser Form sind, wie man zu sagen pflegt, 
die Variabeln separiert; wir konnen also auf beiden 
Seiten der Gleichung integrieren, und finden so 


eee =) 
y— = — Ma log {1 ; —+ const 


26 
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als allgemeines Integral. Dasjenige partikulare Integral, 
welches fiir §—0O verschwindet, ergiebt sich in der 
expliciten Form 


Freese Vai Sell =) 


wo die Quadratwurzel mit positivem Vorzeichen zu nehmen 
ist, und dieses Integral ist offenbar in der Umgebung von 
€ —( holomorph, also durch eine Reihe von der Form 


p= %45+% 57+... 
darstellbar, die in einer gewissen Umgebung von §=—0 
konvergiert. Um den Radius des Konvergenzkreises genau 
za bestimmen, suchen wir den Wert & auf, fiir welchen 
der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen 


te ee log (1— =) =0 


ist; wir finden diesen Wert 


b 
ye be rue), 
der positiv und kleiner als a ist. Da fiir |§| 2a der 


Logarithmus 
ing (1-7) 


holomorph ist, konvergiert die Reihe fiir 1) jedenfalls, wenn 


|El<e. 


9. Konvergenzbeweis fiir die der 
Differentialgleichung formal geniigende Reihe. 
Unitait. Analytische Fortsetzung. 


Nach dem Prinzipe des calcul des limites (Nr. 7, S. 24) 
konvergiert die der Differentialgleichung (2) (Nr. 6, S. 21) 
formal geniigende Reihe 
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jedenfalls fiir Werte von &, die der Ungleichung 


b 
lg) 2a(1— 2 ame) 


Geniige leisten. Diese Grenze ist im allgemeinen keine 
pracise, d. h. die Reihe kann auch noch fiir Werte von & 
konvergieren, deren absoluter Betrag gréfser ist als @; uns 
gentigt es aber, nachgewiesen zu haben, dafs die aufgestellte 
Reihe stets innerhalb eines Kreises konvergent ist, dessen 
Radius eine stets endliche nur von den Gréfsen a, ) und M 
abhingige Grofse ist. 
Fiir die der urspriinglichen Differentialgleichung (1) 


es =f (#,y) 


dx 


geniigende Reihe 
¥Y = Yo aL CG, (a oe Lo) aa C5 (a — a)? +. re 


haben wir demnach die Konvergenzbedingung 


b 
ie aR ated Ga rita ) 


wobei noch hervorzuheben wiire, dafs der Radius des 
Konvergenzkreises im allgemeinen auch von den Anfangs- 
werten #), 4% abhangt, da ja M als obere Grenze fiir 


FG+S Yt) dle InlZ) 
von 2), ¥) beeinflufst wird. 

Die fiir y aufgestellte Reihe ist der Art ihrer Herleitung 
nach als solche eindeutig determiniert, sie stellt innerhalb 
ihres Konvergenzbezirks ein den vorgeschriebenen Anfangs- 
bedingungen geniigendes, holomorphes Integral der Differential- 
gleichung dar, und es kann auch kein von diesem ver- 
schiedenes in der Umgebung von «=, holomorphes 
Integral der Differentialgleichung geben, welches fiir « = «, 
gleich y, wird, da ein solches jedenfalls nach positiven 
ganzen Potenzen von «— «, entwickelbar sein miifste, und 
demnach die Koeffizienten dieser Entwickelung mit den 
C,, g,--- tibereinstimmen miissen. 

Wie Herr Hamburger*) bemerkt hat, kann es aber 
iiberhaupt kein nach irgend welchen Potenzen von «—w«, 


*) Crelles Journal, Bd. 112, S, 241. 
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entwickelbares Integral der Differentialgleichung (1) geben, 
welches fiir e—w, gleich y, wird und von dem aufgestellten 
holomorphen Integral verschieden ist. Denn eine nach 
Potenzen von «—.«, fortschreitende Reihe, die Potenzen 
mit negativem, gebrochenem oder irrationalem Exponenten 
enthilt, stellt stets eine Funktion dar, die entweder selbst, 
oder fiir welche wenigstens eine ihrer Ableitungen fiir 
«==, wnendlich wird; fiir die Ableitungen einer der 
Differentialgleichung (1) gentigenden Funktion, die fiir 
“== x, den Wert y, annimmt, ergeben sich aber durch 
successive Differentiation fiir «—w, stets endliche Werte 
(nimlich abgesehen von gewissen numerischen laktoren, 
eben die c,,¢,,...), ein Integral von der gedachten Be- 
schaffenheit kann also nur nach positiven ganzen Potenzen 
von «—a«, entwickelbar sein; dann ist es aber in der 
Umgebung von «=, holomorph, also wie bemerkt, mit 
dem aufgestellten identisch. Dagegen hat Herr Fuchs*) 
gezeigt, dafs es sehr wohl nebst dem holomorphen Integrale 
noch Liésungen y der Differentialgleichung (1) geben kann, 
die so beschaffen sind, dafs « als Funktion von y aufgefafst, 
fiir yy, jedem beliebigen «-Werte, also auch dem Werte 
#), beliebig nahe kommt. 

Wir haben also den Satz, den man gewdéhnlich als das 
Cauchysche Existenztheorem zu bezeichnen pflegt: 


Fiir ein beliebig gewahltes System von Anfangs- 
WeETtEN Wp, Vp. UD dessen Umgebung der Differential- 
quotient von y nach wv holomorph “ist, giebt es ey: 
eine und nur eine in der Umgebung von #= 
holomorphe Integralfunktion y, die fiir 7 =a, pieieh 
yy wird. 

Es entsteht nun die Frage, wie man die so in der 
Umgebung von «=, definierte Integralfunktion fiir Werte 
von « determinieren kénne, die dem Konvergenzbereiche 
der Reihe 


Yo +3 Cy (@ — &))*§ = Bla — 
=1 


nicht angehéren. Es liegt nahe, hier an das Prinzip der 


*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie, meee S. 279 ff. Man 
vergleiche hierzu auch Picard, Traité, Bd. II, 317, 


‘ 
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analytischen Fortsetzung zu denken. Nach diesem 
Prinzipe wird nimlich, wie aus den Elementen der Funktionen- 
theorie bekannt ist, durch eine in einer gewissen Umgebung 
von «==, konvergierende, gewdhnliche*) Potenzreihe 
Ys (w — #,) eine monogene Funktion der komplexen Variabeln 
w definiert, deren Existenzbereich im allgemeinen tiber den 
Konvergenzbezirk der Reihe S$(¢—.,) hinausreicht. Man 
erhilt die simtlichen Potenzreihen, die jene monogene 
Funktion in der Umgebung derjenigen «-Werte, wo dieselbe 
holomorph ist, darstellen in folgender Weise. Sei «, ein 
Punkt Innern des Konvergenzbereiches der Reihe 
%(e—a,), dann kann man ftir «—.w, den Wert von 
 (@ — oY und die Werte der successiven Ableitungen dieser 
Reihe, also 


De — 2% CPi he a Cm) ie 


berechnen, und mit Hiilfe dieser Werte die Reihe 
Yo (@—a,)=—=P$e@,—a)+¥' (, 
1 ” 
+5 B'(e =) ea)? 


bilden, die dann in einer gewissen Umgebung von w= «, 
konvergiert und deren Konvergenzbereich im allgemeinen 
tiber den Konvergenzkreis von ‘$(«—«,) hinausreichen 
wird. In demjenigen Teile des Konvergenzbereiches der 
Reihe 8, («—w,), der zugleich dem Konvergenzkreise von 
(a —x,) angehort, stimmen die beiden Reihen mit einander 
iiberein, in demjenigen Teile ihres Konvergenzbereiches, der 
aufserhalb des Konvergenzkreises von ‘3 (# — «,) liegt, stellt 
easceen. $3, («—w«,) die analytische Fortsetzung der durch 
{3 (« — a) definierten monogenen Funktion dar. Nun kann 
man nie einen Punkt «, des Konvergenzbereiches von 
qs ae nehmen und die Reihe 


¥, G PAs X_ — 2) Se Abe (@ — ,) .(@ 
: By" (€. — &%).(@— 4)? +... 


bilden, die in dem Teile ihres Konvergenzbezirks, der aufser- 


Ly) -(L—=£,,) 


*) Hine gewéhnliche Potenzreihe ist eine solche, die nach 
positiven ganzen Potenzen des Inkrementes fortschreitet (W eierstrals). 
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halb des Konvergenzkreises von ‘8, («—,) liegt, wieder 
die analytische Fortsetzung der durch ,(¢—-,) und 
33 (¢—.«,) definierten monogenen Funktion liefert. Die 
simtlichen gewoéhnlichen Potenzreihen, zu denen man durch 
wiederholte Anwendung dieses Verfahrens gelangen kann, 
bilden insofern ein in sich abgeschlossenes System, als es 
gleichgiiltig ist, welche dieser Reihen man zum Ausgangs- 
punkte des Fortsetzungsverfahrens macht. Ferner zeigt man 
in den Elementen der Funktionentheorie, dafs die Ableitung 
einer Reihe %8,(¢—4«,), die aus ‘3(¢ —a,) durch Ver- 
mittelung der Punkte 


Uy, Bay ss» Mp1, Ue 


durch successive Fortsetzung hervorgegangen ist, mit der- 
jenigen Reihe tibereinstimmt, die aus der Ableitung 98’ (« — «,) 
von %3(#—a«,) durch Fortsetzung unter Vermittelung der- 
selben Zwischenpunkte, oder, wie man auch sagt, auf 
demselben Wege entsteht. 

In uhnlicher Weise entspringt auch aus einer nach 
Potenzen von «—.,, y—y, fortschreitenden gewéhnlichen 
Potenzreihe eine monogene Funktion der beiden Variabeln 
z,y, und das gleiche gilt auch fiir beliebig viele Variable. 

Denken wir uns nun aus der der Differentialgleichung 
(1) geniigenden Reihe Y(«— wx,) durch analytische Fort- 
setzung eine Reihe S$ (w— x) entstanden, so ist die nichst- 
liegende Frage, ob diese Reihe ‘S(¢— @) ebenfalls der 
Differentialgleichung gentigt. Die Antwort ergiebt sich aus 
dem folgenden allgemeinen Satze: 

Bedeute 

G (Y4y Yor +++ Yn) 

eine nach positiven ganzen Potenzen von ¥,, ¥.,.-- Yn fort- 
schreitende Reihe, z. B. eine ganze rationale Funktion dieser 
Gréfsen, deren Koeffizienten auch noch von « abhingen 
kénnen, aber innerhalb eines gewissen Bereiches 6 der w- 
Ebene eindeutige Funktionen dieser Variabeln sein mégen; 
moége ferner G(y,, Y¥,--++Yn) identisch verschwinden, wenn 
fiir die ¥,, ¥,..+- Yn die gewohnlichen Potenzreihen 


Y= Sa (a = Ly) (Chea, Oren) 


eingesetzt werden, wo «, einen Punkt des Bereiches B be- 


0 
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deutet, in dessen Umgebung die Koeffizienten von G(y,,7.,... Yn) 
holomorph sind. Denkt man sich dann die Reihen $8) («— 2,) 
auf einem und demselben ganz innerhalb B verlaufenden 
Wege fortgesetzt, wodurch das Reihen-System 


RB; (« —2) e155 ate) 
entstanden sein mége, und setzt diese letzteren Reihen fiir 
Ys) Yo) +++ Yn im den Ausdruck G(y,,4%5,-..%n) ein (wobei 
natiirlich vorausgesetzt werden mufs, dafs die durch die 
3, (@— 2) definierten Wertesysteme noch dem Geltungs- 
bereiche des Ausdruckes G(y,, ¥,... Yn) angehéren, und 
dafs die Koeffizienten dieses Ausdruckes in der Umgebung 
von « ebenfalls holomorph sind), so ist. das Resultat dieser 
Substitution wieder identisch gleich Null. 

Der Beweis dieses Satzes ist iufserst einfach. Nach Sub- 
stitution der Reihen 98; («—.,) verwandelt sich G(y,,4,..-Yn) 
in eine nach Potenzen yon «—w, fortschreitende Reihe 
8 (« — a,), deren Koeffizienten aber nach der Voraussetzung 
simtlich verschwinden miissen; das Resultat der Substitution 
der Reihe 8, (@—#) in den Ausdruck G(y,,4,..-%n) ist 
wieder eine nach Potenzen von #— w fortschreitende Reihe 
33 (@— x), die aber, wie leicht einzusehen ist, nichts anderes 
sein kann als die analytische Fortsetzung der Reihe $$ (#— ay) 
auf demselben Wege, auf welchem ‘]5; (w — «) aus ‘84 (@—a,) 
gewonnen wurde. Da aber eine monogene Funktion von 
z, die in einem noch so kleinen Bereiche der «-Ebene ver- 
schwindet, tiberall gleich Null sein mufs, so folgt hieraus, 
wie behauptet, dafs auch $$(2— #) identisch gleich Null ist. 

Wenn die Koeffizienten von G(y,, %,.--Yn) mehr- 
deutige Funktionen yon 2 sind, so geniigen die 4, (#— 2) 
derjenigen Gleichung, die hervorgeht, indem man in G die 
Koeffizienten auf demselben Wege fortsetzt, der zur Fort- 
setzung der 98, (@—.x,) von #, nach x benutzt worden ist. 

: dias 

Sei nun in der Differentialgleichung (1) = eine allent- 
halben eindeutige, z. B. eine rationale Funktion von y, 
deren Koeffizienten innerhalb eines Bereiches B der w-Ebene, 
der den Punkt «, enthiilt, eindeutige Funktionen von « sind, 
dann befriedigt das Reihenpaar 
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y = B(e— %) 
d 
4 = Pa ty) 


diese Gleichung identisch. Es folgt also aus dem eben an- 
gefiihrten allgemeinen Satze, dafs auch jede aus ‘3 (w— a) 
durch analytische Fortsetzung innerhalb des Bereiches 6 
entspringende Reihe der Differentialgleichung Geniige leisten 
mufs, da ja, wie oben bemerkt, durch Fortsetzung von 
¥3’(a— a) auf demselben Wege die Ableitung der aus 
(e—w,) entstandenen Reihe hervorgeht. Also kénnen 
wir sagen: 


. a 
Wenn in der. Differentialgleichung (1) ae eine 


rationale Funktion von y mit innerhalb eines Be- 
reiches 6 der wx-Ebene eindeutigen Koeffizienten 
ist, so gentigen die simtlichen aus $(#—~a,) dureh 
analytische Fortsetzung innerhalb B entstehenden 
Reihen derselben Differentialgleichung (1). Sind 
die Koeffizienten der ee darstellenden rationalen 
Funktion von y, mehrdeutige Funktionen von 2, so 
geniigt eine aus $(#—~w,) durch analytische Fort- 
setzung entstehende Reihe derjenigen Differential- 
gleichung, die man aus (1) erhalt, indem man die 
Koeffizienten derselben auf demselben Wege fort- 
setzt. Sind diese Koeffizienten allenthalben ein- 
deutige Funktionen von 2, so geniigt die aus der 
Reihe S$(¢— a) entspringende monogene Funktion 
in ihrem ganzen Existenzbereiche derselben Diffe- 
rentialgleichung wie ‘3(¢—~a,) selbst. 
Wir bezeichnen diese monogene Funktion durch 


P(e; 2%, Yo); 
um an ihre urspriingliche Definition durch die Anfangswerte 
> Yo ZU erinnern. 
Der Umstand, dafs F(a; x), y,) der Differentialgleichung 
(1) geniigt, erleichtert das Geschift der analytischen Fort- 
setzung in nicht unwesentlichem Mafse. Da nidmlich eine 


aus ‘3(«— w,) dureh Fortsetzung entstandene Reihe %3(«— 2) 


9. Konvergenzbeweis. Unitiét. Fortsetzung. 35 


ebenfalls der Differentialgleichung geniigt, so stellt diese 
Reihe das eindeutig bestimmte in der Umgebung von «—2 
holomorphe Integral von (1) dar, welches fiir «—z den 


Wert $ (0) annimmt; man kann sich also zur Herstellung 


von ‘(«— 2) dieser Kigenschaft bedienen, und hat demnach 
auf dem Wege der analytischen Fortsetzung nur den Wert 
y = (0) zu ermitteln. Fir die Wertesysteme (7, ¥), die 
man auf diese Weise erzielt, wird im allgemeinen die 
Funktion /(,y) holomorph sein; es kann niimlich, da das 
Integral in der Umgebung von «=a holomorph ist, die 
Ableitung von y nach « keinesfalls unendlich werden; es 
kénnte sich héchstens ereignen, dafs f(z, y) fir c=2, y=y7 


den Wert der Ableitung in unbestimmter Form ( etwa a) 


erscheinen lifst, und wir werden spiiter sehen, dafs es in 
der That vorkommen kann, dalfs trotz unbestimmter Form 
von /(#,y) fiir ein solches Wertepaar das Integral, welches 
fiir «= «2 gleich 7 wird, in der Umgebung von z holomorph 
bleibt (vergl. Nr. 26). 

Dagegen wird es sich stets ereignen, dafs auf dem 
Konvergenzkreise einer der durch Fortsetzung erzielten 
Potenzreihen ein Wert «= wx, liegt, dem entweder ein Wert 
y, der Funktion entspricht, der so beschaffen ist, dafs 
T(«,y) fir «=-2,, y=~y, aufhért holomorph zu sein, oder 
fiir welchen die Funktion selbst unendlich grofs wird. Dies 
wird nur dann nicht eintreten, wenn F'(«; 2, y,) eine ganze 
transcendente Funktion yon « ist, dann ist aber durch 
Herstellung der urspriinglichen Potenzreihe S$ («— «,) alles 
erledigt, da in diesem Falle $3(¢—~.,) fiir alle endlichen 
Werte von « konvergiert. 

Diejenigen Werte 7=«,, denen entweder ein Funktions- 
wert y, entspricht, der mit 7, zusammen ein Wertepaar 
bildet, fiir welches /(«, 7) aufhirt, holomorph zu sein, oder 
fiir welche der Funktionswert selbst unendlich wird, bilden 
die singularen Stellen der Integralfunktion F(a; es Yay) 
Diesen singuliiren Stellen ist im allgemeinen auch noch der 
Punkt «oo zuzuzihlen. Wir haben uns jetzt mit der 
Untersuchung dieser Stellen naher zu beschiftigen. 


3% 
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10. Singulire Stellen der Integrale. Wertepaare, 
wo der Differentialquotient so unendlich wird, dafs 
sein reziproker Wert holomorph bleibt.*) 


Sei fiir das Wertepaar «—wz,, y=y, die Funktion 
f(z, y) wnendlich, aber 


mie 
Fy) 
in der Umgebung dieses Wertepaars holomorph. Wir setzen 


1 2 
a = Ay) + A (2) (¥ — 41) $A) (¥— KH)? +e 
F(#,y) 
wo also A,(«), A, (2), A,(#),... nach positiven ganzen 
Potenzen von «—z2, fortschreitende Reihen bedeuten, und 
jedenfalls 


A, (%) = 0 


ist. Es sind dann zwei wesentlich verschiedene Faille zu 
unterscheiden, je nachdem nimlich in der Reihe der Koeffi- 
zienten 


wea a COE ws la mae 
einer zu finden ist, der fiir «=, einen von Null ver- 
schiedenen Wert hat, oder nicht. Im letzteren Falle, wo 
alle Koffizienten A; (x) eine Potenz von «—e, als Faktor 
enthalten, hat also /(#, y) die Eigenschaft fiir «=, un- 
abhingig von y unendlich zu werden; es ist dann etwa 


I (2, y) = oe ’ 


wo der reziproke Wert von  (#, y) in der Umgebung von 
£=2,, y=y, holomorph ist. Der Punkt x—~-2, wird 
dann fiir jedes Integral der Differentialgleichung (1) als 
singulirer Punkt fungieren; wir lassen diesen Fall vorliufig 
bei Seite. 


*) Vergl. fiir diese und die folgende Nummer: Briot et 
Bouquet a. a. O., S. 146; Picard, Traité IJ, 8. 324; Painlevé, 
Lecgons sur la théorie des équations différentielles (Paris 1897, litho- 
graphiert), S. 19—20; u. a m. 
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Sei denn allgemein 
(10) Ay (w,) = 0, Zab (J) =U eee (@,) = 0, 
A; (2) aS 0, 


Aa) =— wie lk 


iSieutet——o.. yy, 


re eG) 


gleich Null, aber 
eAGy 
Og 
von Null verschieden. 
Wir betrachten nun die Differentialgleichung 
daz i 


dy fF (#, y) 
= A, (x) + A, (#) (y¥ —%) + 42 (@) (¥—H)> +--+ 
dann besitzt dieselbe zufolge des Existenztheorems ein in 
der Umgebung von y=vy, holomorphes Integral, welches 
fiir y=y, den Wert «=z, annimmt, und dessen erste 
Ableitung 


oder da ja 


dx 
dy 
fir y—~y, jedenfalls verschwindet. Da ferner 


a gk - (=) + a= (7) a 
east) te seay Fay 
ton G) Gt 32 G) ae 


ist, so verschwinden fiir y—=y,, =, auch noch die 
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hiheren Ableitungen von w nach y bis zur A-ten ein- 
schliefslich, wahrend 


at Ng 
dy +1 
fiir yy, einen von Null verschiedenen Wert ¢, besitzt. 


Nach dem Taylorschen Satze lautet also die Entwickelung 
des definierten Integrals in der Umgebung von y= y,: 


Li a +4 (OVC Ya) ea Clete 
Hieraus folgt: 
a — @ =(y—y, Te, +4 (y¥—y%)+---,) 
und, indem wir beiderseits die (A -+ 1)-te Wurzel ausziehen, 


1 1 
C2 ete =(y¥—4,) (4% + % (COS 8s) AAEM 
Nun ist der Ausdruek 


1 


(¢ t+ & (y Y;) Pome ata 


in der Umgebung von y= vy, holomorph, da ja c, #0 ist, 
und folglich in der Form 


V+ Yo (YY) Howey YG ATI ZO, 
darstellbar; wir finden also 


(Aas aa (Ya) Va (GI INES Ficaue 


Nach dem aus den Elementen der Funktionentheorie 
bekannten Satze iiber die Umkehrung einer Potenzreihe 
(Satz tiber die inverse Funktion), ergiebt sich hieraus, dafs 
y—y, nach positiven ganzen Potenzen der auf der linken 
Seite stehenden Grifse 

1 
(Ca ee 


entwickelbar ist, wir haben also, 
1 
(11) Y — Y= 9, (@—2,)*T) 


2 
BEC Loace 4 =—- #0, 
1 
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und auf diese Weise 4-++-1 Integrale der Differential- 
gleichung (1), die fiir «=, den Wert y, annehmen. Be- 
deutet in der Formel (11) 
1 
(@ —#,)4 #1 
den Hauptwert dieser (A+ 1)-wertigen Grifse, d. h. den Wert 


1 


log (« —ax 
es S ( 1) 


d 

wo log (« — #,) denjenigen Wert des Logarithmus darstellt, 
der fiir real positives «—.«, real ist, so gehen die tibrigen 
4 Integrale aus dem eindeutig determinierten Integrale (11) 
hervor, indem man an die Stelle von 

1 


(w—n) A 
den Wert 
1 
& (@ —a,) 741 (b= 1, 4.2) 
setzt, wo « die komplexe (A-+ 1)-te Einheitswurzel 
224 
faa s Mew 


bedeutet. D. h. mit anderen Worten, die gedachten 
4+ 1 Integrale entstehen aus einem von ihnen, indem man 
die Variable z 4-mal geschlossene Umlaiufe um den Punkt 
“==, vollziehen lafst; dieser Punkt ist also fiir jene 
Integrale ein Verzweigungspunkt und zwar in der von 
Riemann eingefiihrten Terminologie ein algebraischer 
Verzweigungspunkt A-ter Ordnung. 

Im allgemeinen wird es, wenn «=~, ein beliebiger 
Wert der unabhingigen Variabeln « ist, stets Werte y, von 
y geben fiir die /(#,,y) so unendlich wird, dals der 
reziproke Wert 

il 
F(% y) 
in der Umgebung von «=2,, y=y, holomorph bleibt; 
wenn z. B. f(x,y) eine rationale Funktion von y ist, deren 
Nenner f(x,y) eine ganze rationale Funktion n-ten Grades 
von y ist, so tritt dies fiir die » Wurzeln der Gleichung 


h (2, Y) = 0 
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ein, vorausgesetzt, dafs sich unter diesen Wurzeln keine 
befindet, fiir welche bei «=, auch der Zahler von / (2, y) 
verschwindet. Es wird also im allgemeinen fiir ein be- 
liebiges «= «2, mindestens zwei Lisungen der Differential- 
gleichung geben, die in #, einen algebraischen Verzweigungs- 
punkt besitzen. 

Dagegen sind diejenigen «-Werte, fiir welche /(2, y) 
unabhingig von y unendlich wird, stets diskrete Punkte, die 
man bei Kenntnis der Funktion f(#,y) von vornherein aus- 
sondern kann. 


11. Untersuchung des Falles, wo die Integral- 
funktion selbst unendlich wird. 


Sei nun «2, ein solcher Wert, fiir welchen die durch 
ihre Anfangswerte determinierte Integralfunktion F’(#; 2, )) 
selbst einen unendlich grofsen Wert erhilt. Wir setzen 
dann in der Differentialgleichung (1) 


ty =f (a, y) 


di 

an die Stelle von y 
1 
y = — 


2 


und erhalten auf diese Weise fiir z die Differentialgleichung 


(re err Ce AC 


Schliefst man gewisse diskrete x-Werte, die sich bei 
Kenntnis der Funktion /(#, y) stets von vornherein angeben 
lassen, aus, so wird die Funktion f, (#, z) in der Umgebung 
von «=4«,, z=0O entweder selbst holomorph sein, oder 
sie wird fiir dieses Wertepaar so unendlich werden, dafs 
ihr reziproker Wert holomorph bleibt, wahrend 


(18) oy = a 2) ee 


ist. Wenn f, (#, z) fiir c—2,, z=0 selbst holomorph ist, 


11. Unendlichkeitsstellen des Integrals. 41 


so giebt es nach dem Existenztheoreme ein in der Um- 
gebung von x—wz, holomorphes und fiir «—a, ver- 
schwindendes Integral der Differentialgleichung (12) 


ey (@—,) + ¢ oe A) ines 
fiir welches allerdings auch noch gewisse erste Koeffizienten 


Gy Coy +--+ Ch—1 


verschwinden kénnen, wihrend ¢ von Null verschieden ist. 
Dann ist in der Umgebung von #= 2, 


1 1 
ae ata Cy (@ — #,)*+- e434 (e@—a,JFTI+... 
= (t — 2,)~* [0 +- 4, (@—a,) + ...], 
d. h. das fiir «vw, wunendlich werdende Integral der 
Differentialgleichung (1) wird mit (« — «,)* multipliziert in 
2 ==, holomorph, es besitzt also in diesem Punkte einen 


Pol (aufserwesentlich singulire Stelle) k-ter Ordnung. 
Wenn f, («, 2) fiir = «,,z—0 so unendlich wird, dafs 


ees! 
hy (2) 
holomorph bleibt und 4 die kleinste Zahl ist, fiir welche 


die Ungleichung (13) besteht, so ist, nach den Ergebnissen 
der vorigen Nummer, in der Umgebung von «= 2, 


1 2 
Be AT yg (et) PPP eg Yy FO, 


wir haben also fiir das in «wz, unendlich werdende 
Integral von (1) die Entwickelung 


1 L 
eee 2 


1 
“1 aie sae ity) ome +... 
1 1 
= (#—«,)- aol (0, + 9, (e@—a#,)* 1 


+ 0, Coe, 


d. h. =a, ist fiir dieses Integral zugleich ein Ver- 
zweigungspunkt A-ter Ordnung und eine Unendlichkeits- 
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stelle; wir sagen in diesem Falle y besifse in x=, eine 

algebraische Unendlichkeitsstelle von der Ordnung 
ik 

A+ 10 

Fassen wir die bisher erlangten Resultate zusammen, 
so kénnen wir sagen: 

Wenn wir bei der Fortsetzung des Integrals F(a; 2, 4) 
zu einem Werte « gelangen, der mit dem entsprechenden 
Werte des Integrals ein Wertepaar bildet, fiir welches 
f(#,y) holomorph ist, so ist das Integral daselbst auch 
holomorph. Wird das Integral fiir diesen «-Wert unendlich, 


bleibt aber 
é roe 1 
I, 2) = 2" Ff (0, =) 


fiir -—0 und das betreffende x holomorph, so hat das 
Integral daselbst einen Pol. Wird fiir das betreffende Werte- 
paar /(#,y) unendlich und zwar nicht unabhingig von y und 
so, dafs der reziproke Wert von f(z, y) holomorph bleibt, so 
hat das Integral daselbst einen algebraischen Verzweigungs- 
punkt. Wenn endlich fiir jenes 2 das Integral selbst un- 
endlich wird und auch f, (2, z) fiir z= 0 und das betreffende 
z unendlich ist, ohne unabhingig von z unendlich zu sein, 
und so dafs der reziproke Wert von f, (2,2) holomorph 
bleibt, so besitzt das Integral in diesem Punkte eine 
algebraische Unendlichkeitsstelle. 

In den eben aufgeziihlten Fallen ist das Integral in 
der Umgebung des betreffenden Wertes der unabhiingigen 
Variabeln, nach positiven und negativen ganzen oder ge- 
brochenen Potenzen des Inkrements entwickelbar, negative 
Potenzen kénnen aber stets nur in endlicher Anzahl auf- 
treten. Wir sagen kurz, das Integral habe in diesen Fallen 
den Charakter einer algebraischen Funktion.*) In 
allen iibrigen Fallen wissen wir bisher tiber das Verhalten 
der Integrale nichts auszusagen. 


*) Die Rechtfertigung fiir diese Bezeichnung wird sich an 
spiterer Stelle ergeben, wo wir beweisen werden, dals eine algebraische 
Funktion stets ein derartiges Verhalten zeigt. 
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12. Aufzihlung derjenigen Stellen, fiir welche eine 

Singularitiit des allgemeinen Integrals eintreten 

kann. Feste und mit den Anfangswerten verschieb- 
bare Singularititen. 


In Bezug auf diejenigen Fille, wo die Funktion /(2, 7) 
aufhért, holomorph zu sein und die nicht zu den in den 
beiden vorhergehenden Nummern bereits erledigten gehéren, 
ist zunichst die Bemerkung von Wichtigkeit, dafs diese 
Falle nur fiir diskrete, aus der Funktion /(2, y) selbst un- 
mittelbar abzulesende «-Werte eintreten kiénnen. In der 
That sei der Einfachheit wegen f(z, y) als rationale Funktion 


_ 9(%Y) 

I(4, y) a h (2, y) 

von y vorausgesetzt, wo also g(a, y), h(a, y) ganze Funktionen 
von y ohne gemeinsamen Teiler bedeuten mégen, 


g (a, Y) = Oy (@) + & (@) Y +. Ona) y”, 
h(a, y) = fy («) ale B, (w)y ag FOr IE Bm (@) y, 


deren Koeffizienten o;,(x), (a) noch beliebige monogene 
Funktionen von w sein kénnen. Dann sind zuniachst die- 
jenigen «-Werte in Betracht zu ziehen, fiir welche eine oder 
mehrere der Funktionen o;(), 6,(«) eine Singularitét dar- 
bieten, ferner jene z-Werte, fiir welche die Nennerfunktion 
h(«#, y) wunabhingig von y verschwindet und ebenso diejenigen, 
fiir welche die Nennerfunktion von 


fi, a2) =— 2 f(s, =) 


unabhiingig von z verschwindet. Des weiteren kommen 
noch die Wertepaare 2,7 in Betracht, fiir welche Zahler 
und Nenner von /(a, 7) gleichzeitig verschwinden, 


9 (, ¥) = 0, h(x, y) =9, 


deren «-Werte also der durch Elimination von y zwischen 
diesen beiden Gleichungen hervorgehenden Resultanten- 
gleichung geniigen miissen, und ebenso diejenigen «-Werte, 
fiir welche Zihler und Nenner von /,(#,0) gleichzeitig 
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gleich Null werden, falls soleche tiberhaupt vorhanden sind. 
Um den Charakter des unendlich fernen Punktes der «-Ebene 
zu erkennen, setzt man 


und untersucht fiir die transformierte Differentialgleichung 
mit der unabhiingigen Variabeln § die Beschaffenheit von 
Ga)! 

Wir wollen die auf diese Weise gefundenen «-Werte 
durch unendlich kleine, sie umgebende Kurven aus der a- 
Ebene ausschliefsen, und die Begrenzungen dieser Kurven 
mit dem Punkte xc durch Querschnitte verbinden. Die 
so entstehende einfach zusammenhingende Fliche bezeichnen 
wir durch 7. Bei Fortsetzung eines durch seine Anfangs- 
werte determinierten Integrals F'(w;2,,y)) innerhalb T 
kénnen dann offenbar nur die vier am Schlusse der vorigen 
Nummer aufgezihlten Falle vorkommen, d. h. irgend ein 
Integral der Differentialgleichung (1) besitzt in der 
Umgebung jeder Stelle von ZY den Charakter einer 
algebraischen Funktion. 

Es kénnte allerdings noch die Frage entstehen, ob auch 
jedes Integral’ F(z; 2, y,) fiir jeden Wert von T einen be- 
stimmten Wert erhalt; denn bei den Erérterungen der 
Nummern 10, 11 war dies stets vorausgesetzt, indem daselbst 
immer von den zusammengehérigen Wertepaaren (w, 7) aus- 
gegangen wurde, die von einem Werte der unabhingigen 
Variabeln und dem entsprechenden Werte der Integralfunktion 
gebildet werden. Wenn nun fiir einen innerhalb 7’ gelegenen 
a-Wert ein Integral y tiberhaupt keinen bestimmten Wert 


annehmen kénnte (&hnlich wie z. B. die Funktion a= 

a 

fiir «= 0), so bediirften die gemachten Schliisse noch einer 
Ergaénzung. 

Dieser Fall kann aber, wie Herr Painlevé, der zuerst 


ausdriicklich auf diese Schwierigkeit aufmerksam machie, 
gezeigt hat,*) niemals eintreten. Denken wir uns nimlich 


*) Annales de la Faculté de Toulouse, 1888; vergl. auch Lecons ete. 
S. 23; Picard, Traité II, S. 328 ff. 


12. Feste und verschiebbare Singularitaten. 45 


das Integral F(z; .,, y)) etwa auf einem von x, ausgehenden 
und ganz innerhalb 7’ verlaufenden Wege fortgesetzt, und 
mbge auf diesem Wege der Punkt wa der erste sein, 
wo das Integral keinen bestimmten Wert annimmt. In der 
Umgebung jeder Stelle des zwischen 2, und a gelegenen 
Wegstiickes ist entweder das Integral selbst oder dessen 
reziproker Wert nach positiven ganzen oder gebrochenen 
Potenzen des Inkrements entwickelbar und der Radius des 
Konvergenzkreises dieser Entwickelung ist, wie aus den Er- 
érterungen der Nr. 9 (S. 29) hervorgeht, stets eine 
endliche (von Null verschiedene) Gréfse; es wird folglich 
in hinreichender Nahe von a eine Stelle x geben miissen, 
fiir welche der Konvergenzbezirk der nach Potenzen von 
2 — « fortschreitenden Entwickelung des Integrals noch den 
Punkt a enthilt; dann kann aber der Integralwert fiir «=a 
durch diese Entwickelung berechnet werden, derselbe kann 
also nicht unbestimmt sein. Es ist diese Bemerkung von 
besonderer Wichtigkeit, da eine thnliche Eigenschaft fiir 
Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung (oder 
fiir Differentialgleichungen von héherer als der ersten Ord- 
nung) nicht mehr gilt.*) 

Der Umstand, ob ein Integral y in der Umgebung eines 
innerhalb 7 gelegenen Punktes « holomorph ist oder nicht, 
hingt wesentlich von dem Werte ab, den das betreffende 
Integral in diesem Punkte annimmt. Dieser Wert ist aber 
seinerseits wieder durch die Anfangsbedingungen, die das 
betreftende Integral determinieren bestimmt. Da es nach 
den Ergebnissen der Nummern 9 bis 11 stets ein oder mehrere 
Integrale giebt, die fiir ein willkiirlich gegebenes « (inner- 
halb von 7’) einen willkiirlich vorgeschriebenen Wert an- 
nehmen, wird es im allgemeinen auch fiir jedes innerhalb 
T gelegene x Integrale geben, die daselbst unendlich werden 
oder sich daselbst verzweigen. Man kann also im all- 
gemeinen durch geeignete Wahl der Anfangswerte jeden 
innerhalb T gelegenen w-Wert zu einem Verzweigungspunkte 
oder einem Unendlichkeitspunkte des betreffenden Integrals 
machen oder mit anderen Worten: 

Die innerhalb 7 gelegenen singuliren Stellen 
der Integrale hingen ihrer Lage nach von den An- 


*) Vergl. Fuchs, Berliner Sitzungsberichte, 1887, 8. 1079. 
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fangswerten ab, sie sind im allgemeinen mit den 
Anfangswerten verschiebbar.*) 

Dieser Umstand erschwert das Studium der Integrale 
einer beliebigen Differentialgleichung (1) in aulserordentlicher 
Weise. Denken wir uns nimlich, es wiire das Verhalten 
der Integrale in der Umgebung der ausgeschlossenen «-Werte 
bekannt; dann wiirde hierdurch, wenn innerhalb 7 keine 
singuliren Stellen vorhanden wien, der analytische Charakter 
der Integrale in der ganzen x-Ebene bekannt sein. Die 
Wertiinderungen, die ein Integral bei Fortsetzung auf einem 
beliebigen Wege erfihrt, wéiren auch in dem Falle durch 
das Verhalten in der Umgebung der ausgeschlossenen z- 
Werte vollkommen determiniert, wenn die Integrale inner- 
halb Z zwar noch Pole, aber keine Verzweigungspunkte be- 
sifsen, d. h. wenn die Integrale innerhalb 7’ den Charakter 
rationaler Funktionen zeigten. Es wird also jedenfalls 
diejenige Klasse von Differentialgleichungen der Form (1) 
als die einfachste zu gelten haben, fiir welche dies der Fall 
ist, deren Integrale also keine mit den Anfangswerten ver- 
schiebbaren Verzweigungspunkte besitzen. 

Die Frage nach den Differentialgleichungen  erster 
Ordnung von dieser Beschaffenheit hat Herr Fuchs**) zuerst 
formuliert und erledigt, und zwar in dem allgemeinen Falle, wo 
oh nicht als rationale, sondern als implicite algebraische 
Funktion von y gegeben ist. Indem wir zunichst in dem 
Falle einer Differentialgleichung von der Form (1) die Frage 
zu beantworten suchen, werden wir nicht nur zu einer her- 
vorragend wichtigen und interessanten Klasse von Differential- 
gleichungen gefiihrt werden, sondern wir werden zugleich 
Gelegenheit haben, die Methoden zu entwickeln, die man 
fiir die Untersuchung des Verhaltens der Integrale in der 
Umgebung der ausgeschlossenen «-Werte aufgestellt hat. 
Es ist von vornherein klar, dafs diese Methoden von der 
Art, wie sich die Integrale innerhalb T verhalten, génzlich 
unabhaingig sind, dafs sie also gleichmiifsig fiir die Diffe- 
rentialgleichungen der allgemeinsten Art, wie fiir solche, 
deren Integrale keine verschiebbaren Verzweigungspunkte 


*) Fuchs, Berliner Sitzungsberichte, 1884, S. 699 ff. 
2) cana O} 
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besitzen, anwendbar bleiben. Jedenfalls gewinnen wir aber 
dadurch, dafs wir diese Methoden an dem Falle entwickeln, 
wo die Integrale innerhalb 7’ den Charakter rationaler 
Funktionen zeigen, den Vorteil, dafs wir zugleich mit dem 
Verhalten der Integrale in der Umgebung der ausgeschlossenen 
a-Werte das Verhalten derselben in der ganzen «#-Ebene 
kennen lernen, und dafs jene Methoden in diesem Falle 
reiner, von ihrem Wesen nicht angehérigen Schwierigkeiten 
unbelastet, zur Anwendung gelangen. 


aAweites Kapitel. 


Theorie der Riccatischen Differential- 
gleichung. 


13. Aufstellung der Differentialgleichungen mit nur 
festen Verzweigungspunkten. 


Diejenigen x-Werte, die wir im vorigen Kapitel aus 
der «-Ebene ausgeschlossen hatten, sind im allgemeinen 
singulire Stellen aller Integrale der Differentialgleichung 


dy ion we LES) 
(1) =f(t,y)= NEST 


wir werden sie darum als singulire Stellen der Diffe- 
rentialgleichung selbst bezeichnen kénnen, und zwar wollen 
wir sie die festen Singularititen nennen, im Gegensatze zu 
den verschiebbaren, d. h. von der Wahl der Anfangswerte 
eines Integrals abhingigen, die, wie bemerkt, im allgemeinen 
auftreten kénnen. Es ist vielleicht nicht iiberfliissig, an 
einem von Herrn Poincaré angefiihrten Beispiele zu zeigen, 
dafs verschiebbare Verzweigungspunkte auch bei den ein- 
fachsten Differentialgleichungen auftreten kénnen. 


Sei 


di 
= + ae g(#, y) =— 4, hw@y=y; 


da. 


diese fe isc lifst sich, wenn wir die Variabeln 
separieren, 


ydytadxe—0, 
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sofort integrieren und liefert fiir das allgemeine Integral 
die Gleichung 
y? + 2 =e, 


wo ¢ eine willkiirliche Konstante bedeutet. Soll fiir den 
beliebigen Wert «=, etwa y= 0 sein, so ist das so be- 
stimmte Integral durch die Gleichung 


2) y=Ve—e 


gegeben. Da fir y—0O die Nennerfunktion h(2,y) ver- 
schwindet, sehen wir hier den in der Nr. 10 behandelten 
Fall auftreten, und in der That folgt auch aus der Dar- 
stellung (2), dafs in der Umgebung von «= «2, eine Ent- 
wickelung von der Form 


4 if 
y= (e—2,)’ [6, + 6,@—2,)+...] 
stattfindet, dafs also «= «, ein algebraischer Verzweigungs- 
punkt fiir das Integral 


0 —— Et fe: Lo) 0) 


ist. Da y auch noch fiir «= — wz, verschwindet, ist auch 
dieser Wert ein Verzweigungspunkt, wir sehen also in der 
That ein Beispiel, wo durch geeignete Wahl der Anfangs- 
werte jeder Punkt der «-Ebene zum Verzweigungspunkte 
eines Integrals gemacht werden kann. 

Nehmen wir den allgemeinen Fall der Differential- 
gleichung (1) und sei x, wieder ein beliebiger Wert, der 
nicht zu den singuliiren Punkten der Differentialgleichung 


gehirt, seien ferner 6,,0,,...0, die Wurzeln der alge- 
braischen Gleichung 

(3) h(x, y) = 9, 
dann werden diejenigen Integrale von (1), die fiir «= x, 


einen der Werte 6, annehmen, nach den Ergebnissen der 
Nr. 10 in 2, einen Verzweigungspunkt besitzen. 

Wenn wir also erreichen wollen, dafs die Integrale der 
Differentialgleichung (1) keine verschiebbaren Verzweigungs- 
punkte besitzen, so wird zuniichst*) die Gleichung (3) fiir 
keinen Wert x, eine endliche Wurzel haben diirfen, d. h. 


*) Vergl. fiir das folgende nebst Fuchs, a, a. O. noch Picard, 
Traité II, S, 328; Painlevé, Lecons, 8S. 23. 
Schlesinger, Differentialgleichungen. 4 
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es mufs A(z, y) von y unabhingig, also eine blofse Funktion 
yon x sein. Diese denken wir uns in die Koeffizienten von 
g(#,y) einbezogen, die Differentialgleichung hat also not- 
wendig die Gestalt: 


Y= g(2, 9) = 04 (@) + a, (y+... b en(@) 


Es kann nun noch ein willkiirlicher Punkt x, der 
Fliche 7 als Verzweigungspunkt eines Integrals fungieren, 
wenn dieses Integral fiir «— wz, wnendlich wird. Setzen 
wir also wie in der Nr. 11 

1 
Wa a" 
so wird auch in der Differentialgleichung’fiir <z 

dz 1 

fi =—29(45)=—4@ 4-2, 2—2,@) 
1 1 
se ig AP) a pear eh) oe gees 
die rechte Seite eine ganze rationale Funktion von ¢z sein 
miissen, d. h. es mufs 
OP Oe On (=O 
sein. Die Form der Differentialgleichung (1) 


4) Lawl) +eq @yte@y 


ist also notwendig, aber offenbar zugleich hinreichend 
dafiir, dafs die Integrale keine mit den Anfangswerten ver- 
schiebbaren Verzweigungspunkte besitzen; man _bezeichnet 
eine Differentialgleichung von der Form (4) gewohnlich als 
Riccatische.*) 

Die singuliren Stellen dieser Differentialgleichung sind 


*) Conte Jacopo di Riccati behandelt (Acta eruditorum, 1723, 

S. 502—9514, und Supplementum VIII, 1724, S. 68—73) eine Differential- 

Seer) die Daniel Bernoulli (ebenda 1725, S. 473—475) auf die 
orm 


dy 


reduziert, und die offenbar einen speziellen Fall von (4) darstellt. 
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die singularen Punkte der drei Koeffizienten a, (), a, (2), ct (w), 
denen sich im allgemeinen noch der Punkt «=o hinzu- 
gesellt. Schliefsen wir diese aus und !egen dann die Quer- 
schnitte nach dem unendlich fernen Punkte hin, so sind in 
der so entstehenden einfach zusammenhingenden Fliche 7’ 
die Integrale eindeutig, kénnen daselbst aber noch Pole 
besitzen, deren Lage von der Wahl der Anfangswerte ab- 
hingt. Aus dieser Kigenschaft der Riccatischen Differential- 
gleichung kann man durch einfache funktionentheoretische 
Schliisse auf die Art und Weise folgern, wie ein Integral 
von seinen Anfangswerten abhiingt. 

Sei niimlich «z, ein beliebiger innerhalb 7 gelegener 
Punkt und y, ein willkiirlicher endlicher Wert; denken wir 
uns das Integral F'(z; 2, y,), welches fiir «=a, gleich y, 
wird, lings eines ganz innerhalb YJ verlaufenden Weges 
nach einem Punkte a fortgesetzt, so wird der sich fiir das 
Integral in diesem Punkte ergebende Wert y nur von 2 und 
von den Anfangswerten x, y, abhangen. Sei «, fest, y, 
dagegen veranderlich, so ist also y eine Funktion von y, 
die auch noch yon « abhiingt. Wenn wir die Entwickelung 
von F(z; 4), y¥)) in der Umgebung von «=a, aufstellen, 
so hingen die Koeffizienten dieser Reihe von y, ab, u. z. 
sind es, da ja f(x,y) rational in y ist, rationale Funktionen 
von y,. Hieraus folgt, dafs y eine monogene Funktion 
von y, ist. Es ist aber auch eine eindeutige Funktion 
von y,, denn bei festem «x, ist der Wert der Integralfunktion 
im Punkte «, bei Fortsetzung innerhalb 7, durch den Anfangs- 
wert y, eindeutig bestimmt. Da dieser Integralwert tiberdies 
fiir jedes y, (auch y, =) ein wohlbestimmter endlicher 
Wert oder unendlich grofs ist, kann diese eindeutige Funktion 
auch keine anderen singuliren Stellen als Pole besitzen, 
sie ist also (vergl. hierzu S. 63) eine rationale Funktion; 
d.h. y ist eine rationale Funktion von y, deren 
Koeffizienten natiirlich noch von « abhingen. 

Nun kénnen wir aber das innerhalb 7’ eindeutig 
determinierte Integral F(a; 7, y)) statt durch den Anfangs- 
wert y, bei «, auch durch den Anfangswert y bei 2 be- 
stimmen; setzen wir dann, von w ausgehend, auf einem inner- 
halb 7 verlaufenden Wege nach wz, hin fort, so ergiebt sich 
in «, notwendiger Weise der Integralwert y,. Was wir 
fiir y als Funktion von y, erschlossen haben, gilt also genau 

4* 
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ebenso fiir y, als Funktion von y; d. h. es ist auch y, 
eine rationale Funktion von y. 

Wenn aber zwischen zwei verinderlichen Groéfsen eine 
solche Beziehung besteht, dafs jede eine rationale Funktion 
der andern ist, so mufs jede dieser Grifsen eine lineare 
gebrochene oder ganze Funktion der andern sein; es ist 
tolglich 

Cpe Shae 

Yo +D 


wo natiirlich A, B,C, D noch von « abhingen*). 


AD = BCAG. 


14. Form des allgemeinen Integrals. 
Geometrische Anwendung. 


Um die Beschaffenheit der in (5) auftretenden Koeffizienten 
A, B, C, D als Funktionen von « genauer festzustellen, kann 
die folgende Erwiigung dienen. 

Wir definieren durch ihre Anfangswerte ), C), Fo, % 
im Punkte «= «x, vier Integrale 7,¢, 9, y der Riccatischen 
Differentialgleichung. Dann ist 


ee eS ch 
Cyn, + D? ° Co, + D’ Co, + D’ 
A Yo ar Dy 
CY aia oe 
Denken wir uns nun die beiden durch die Relation 
=) At+B 
Cr+D 


verkniipften Variabeln ¢ und ¢ in bekannter Weise durch 
die Punkte zweier gerader Linien reprasentiert, so statuiert 
diese Relation eine gegenseitig eindeutige Beziehung zwischen 
den Punkten jener Geraden, von der man in den 
Elementen der analytischen Geometrie zeigt, dafs sie die 
allgemeinste projektive Beziehung darstellt. Diese Be- 
ziehung ist aber bekanntlich dadurch charakterisiert, dafs 


*) Vergl. fiir diese Schlufsweise, Poincaré, Acta Mathematica 
Bd. Vil, S. 9; ferner Picard, a. a. OS. 331. 
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das Doppelverhiiltnis von vier Punkten der einen Geraden 
gleich dem Doppelverhiiltnisse der vier entsprechenden 
Punkte der anderen Geraden ist. Den vier Punkten 


T = 9) Cy, Foy Yo 
der +-Geraden entsprechen aber nach (6) die vier Punkte 
t= "; e od, Y 
der t-Geraden; setzt man also wie tiblich einen Wert des 
Doppelverhiltnisses der vier Punkte n, C, 9, y, z. B. 


on : a = (y, 6, 0, 4), 


so ist 

(Tyee) —— (Yor oar, for Yo) 
d. h. der Wert dieses Doppelverhiltnisses ist eine von w 
unabhiingige Grifse C. Aus 

(Y, eG ; t) = C. 

ergiebt sich nun fiir y der Ausdruck: 

2 Gee ae Oe) 

oe eras) 


und wenn man hierin C als willkiirliche Konstante ansieht, 
so stellt dieser Ausdruck das allgemeine Integral der 
Riccatischen Differentialgleichung dar.*) 

Dieses allgemeine Integral setzt sich also ratio- 
nal aus drei partikularen Integralen », %,¢ zusammen. 

Die Formel (7) ist natiirlich mit der Formel (5) vollsténdig 
Hquivalent, wihrend hier C als willktirliche Konstante fungiert, 
so dort y,; die Formel (7) liifst aber die Beschaffenheit der in 
(5) mit A, 6, C, D bezeichneten Funktionen von z hervortreten. 

Die durch (7) dargestellte Eigenschaft des allgemeinen 
Integrals der Riccatischen Differentialgleichung lifst sich 
auch direkt in die Eigenschaft dieser Differentialgleichung 
umsetzen, von der wir ausgegangen waren. In der That 
zeigt die Gleichung (7) unmittelbar, dafs nur diejenigen 
Werte yon « als Verzweigungspunkte des allgemeinen 
Integrals fungieren kénnen, ftir welche eine der Funktionen 


*) Vergl. z. B Koenigsberger, Lehrbuch der Theorie der 
Differentialgleichungen (Leipzig, 1889), S. 322, 
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n, ¢, # eine Verzweigung erfahrt, diese sind aber natiirlich 
mit C, oder was dasselbe ist, mit dem Anfangswerte y, von 
y nicht verschiebbar. Uberhaupt hingt die Kigenschaft einer 
Differentialgleichung, nur feste Verzweigungspunkte zu be- 
sitzen, aufs engste damit zusammen, ob sich das allgemeine 
Integral als rationale Funktion gewisser partikularer Integrale 
darstellen lafst. Ist das allgemeine Integral rational durch 
gewisse partikulare Integrale darstellbar, so sind die Ver- 
zweigungspunkte nicht verschiebbar; ist es sogar ganz und 
rational durch eine Anzahl partikularer Integrale darstellbar, 
so sind auch die Pole fest.*) Unter den Differential- 
gleichungen von der Form (1) ist also die Riccatische 
die einzige, deren allgemeines Integral durch gewisse 
partikulare Integrale rational dargestellt werden kann. 
Dafs das Doppelverhiltnis von vier Integralen der Riccati- 
schen Differentialgleichung eine konstante Grifse ist, lifst 
sich tibrigens auch direkt nachweisen.**) Aus denGleichungen 


dy 

Pie oleae ce a 
Toate tant og 
Ce ay fab ayo 
= (eas dao 


folgt niimlich, dafs die Determinante 


dy bs 

dz AS eal 

dn raat 5 

ers et} ; 
1 5 

is ik ig ee 

dx 

add ¢ 


*) Vergl. hierzn Koenigsberger, a, a. O. S. 96ff; und Acta 
Mathematica Bd. III, S. 1 ff. 
**) Koenigsberger, a. a. O.; Picard, Traité, I, S. 410. 
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sein mufs. Diese Determinante ist aber, wie leicht einzu- 
sehen, der Ziihler von 


d 
he: (Y, 0, a ?), 


wir haben also in der That 
(y, n, ¢, +) = const. 


Diese Eigenschaft der Riccatischen Differentialgleichung 
gestattet auch eine interessante geometrische Deutung.*) 
Hat man eine Regelfliche, so lassen sich die recht- 
winkeligen Koordinaten z, y, z eines Punktes dieser Fliche 
in der Form 


Los a PoP; 


Y=, + We P; 
= % + Xe we 


darstellen, wo ;, W, (k = 1, 2, 3) Funktionen eines von p un- 
abhingigen Parameters g bedeuten. Die Differentialgleichung 
der asymptotischen Linien lautet nun bekanntlich 


, ag " (51) = 
Dao aeeat ae = 0, 


wo D, D', D” die Gaufsschen Fundamentalgréfsen zweiter 
Ordnung**) bedeuten. Fiir die in Rede stehende Flache 
ergiebt sich nach der Definition dieser Gréfsen, dafs 


DD a); 
D’ eine blofse Funktion yon g, D” von der Form 
D" =A-+ Bp+ Cp? 
ist, wo A, B, C blofse Funktionen yon gq bedeuten. Die 
eine Schaar von asymptotischen Linien ist also 
gq = const, 
d. h. die geradlinigen Erzeugenden; fiir die andere Schaar 
dagegen hat man die Riccatische Differentialgleichung 
CUS ln ee ea ed ee 
dq 2D’ : 


*) Vergl. Picard, a. a. O. 
**) Disquisitiones circa superficies curvas, art.10 (Werke IV, S. 234). 
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Bedeuten p,, P.; P3, P, Vier Lésungen dieser Gleichung, 
so ist das Doppelverhiltnis 


(Pry Por Pas Ps) = const, 


von q unabhingig. D. h. irgend vier Kurven der zweiten 
Schaar asymptotischer Linien schneiden auf den geradlinigen 
Erzeugenden Punktquadrupel von konstantem Doppel- 
verhiltnis aus, mit andern Worten, die Schaar der gerad- 
linigen Erzeugenden wird von der zweiten Schaar 
asymptotischer Linien in projektiven Punktreihen 
geschnitten.*) 

Fiir ein einschaliges Hyperboloid besteht auch die 
zweite Schaar asymptotischer Linien aus lauter Geraden, 
wir haben also den bekannten Satz, dafs die beiden Schaaren 
von Erzeugenden des einschaligen Hyperboloids aufeinander 
projektive Punktreihen ausschneiden. 


15. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Ehe wir auf die allgemeine Theorie der Riccatischen 
Differentialgleichung eingehen, betrachten wir den besonderen 
Fall, wo a, = 0, die Differentialgleichung also von der Form 


(8) p =a + a, ¥ 


d. h. vom ersten Grade, oder wie man sagt, linear ist. 
Das allgemeine Integral einer solchen ,,linearen Differentia!- 
gleichung erster Ordnung“ lafst sich durch Quadraturen 
darstellen.**) Setzt man nimlich 


USS Uv, 
so ergiebt die Differentialgleichung 


d(uv) _—s dv du 


Bestimmen wir nun v so, dafs es der Differentialgleichung 


(9) 


== a, + a, wr. 


u 
da dz dx 


dv 


*) P. Serret, Théorie des courbes (1860), S. 165. 
**) Vergl. Joh. Bernoulli, Opera I (1742), S. 175. 


15. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung. 57 


Geniige leistet, so ergiebt sich (vergl. Nr. 3, S. 11) nach 
Division durch v und Integration 


log TESSH dx —+- log c, 
wo ¢ eine willkiirliche Konstante bedeutet, also 


fa dx 


Die Differentialgleichung (9) geht aus (8) hervor, indem 
man das von der unbekannten Funktion unabhiingige Glied 
weglifst; sie ist ebenfalls linear, aber zugleich homogen, 
weil sie eben kein Glied enthilt, welches nicht die un- 
bekannte Funktion oder ihre Ableitung als Faktor besitzt. 
Man nennt (9) wohl auch die zur kompleten Gleichung 
(8) gehérige reduzierte Gleichung. Das allgemeine Integral 
v yon (9) ist also durch eine Quadratur dargestellt. 

Nehmen wir die Konstante c= 1, also 


fos ada 


Ue ; 


V=C.€ 


so ergiebt sich fiir u die Differentialgleichung 


du 
—— = @ 
dx S7 
oder 
du sweated ae 
dx 


woraus durch Integration 


vafaeh dats C 


folgt, wo C eine willktirliche Konstante bedeutet. Wir er- 
halten demnach fiir das allgemeine Integral y von (8) 


(10) Desde ai aead fet fase orl 


Diese Formel lifst erkennen, dafs das allgemeine 
Integral von (8) auch keine yon den Anfangswerten (oder 
der willktirlichen Konstanten C) abhingigen Pole besitzt; 
denn die singuliren Stellen von y sind offenbar durch a, 
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und @, allein vollkommen bestimmt. Diese Eigenschaft, dafs 
nur die festen singuliren Stellen der Differentialgleichung 
singulire Stellen der Integrale sein kiénnen, besteht auch 
fiir jede lineare Differentialgleichung beliebiger -ter Ordnung. 

Wir bemerken, dafs die allgemeinere Differentialgleichung 


at) =f} ~@ SX“ +7) 9@=x@, 


dz 


wo f(y) eine beliebige Funktion von y, j’(y) deren Ab- 
leitung bedeutet, durch die Substitution 


z= f(y) 
auf die lineare Differentialgleichung 


dz 


Fa 7 PA) he) 


zuriickgefiihrt werden kann. Die sogenannte Bernoulli- 
sche Differentialgleichung (vergl. das Citat, S. 56) 


d 
Pai +eayt'=yoy 


verwandelt sich nach Multiplikation mit 


(Pudong = 4 
in einen speziellen Fall der Differentialgleichung (11), wo 
nimlich 


FG) ee 


Diese ist also ebenso wie die Gleichung (11) selbst durch 
Quadraturen integrierbar. 

Wenn es gelungen ist, die Integration einer vorgelegten 
Differentialgleichung auf Quadraturen zuriickzufiihren, so ist 
dadurch zur vollstiindigen Lisung des Integrationsproblems 
in dem von uns formulierten Sinne (Nr. 4, S. 15) nur ein 
erster Schritt gethan. Denn wenn es im allgemeinen schon 
bedeutende Anstrengungen erfordert, die analytische Be- 
schaffenheit einer durch einfache Quadratur dargestellten 
Funktion zu ergriinden, so ist die Untersuchung eines Aus- 
druckes, der aus mehreren Quadraturen zusammengesetzt ist, 
nattirlich noch viel komplizierter. In der historischen Ent- 
wickelung der Wissenschaft spielen solche Differential- 
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gleichungen, deren Integration sich auf Quadraturen reduzieren 
lafst, insofern eine gewisse Rolle, als einerseits die Quadratur 
gewissermafsen die einfachste Quelle neuer Funktionsklassen 
bildet und andrerseits die fiir die angeniherte Berechnung 
einer Quadratur schon von Newton ab ausgebildeten ver- 
schiedenartigen Methoden fiir die Wertbestimmung des 
Integrals einer Differentialgleichung nutzbar gemacht werden 
konnten, wenn es gelang, dieses Integral durch Quadraturen 
darzustellen. Wir finden daher bei den ilteren Analysten 
vielfach das Bestreben, eine zur Integration vorgelegte 
Differentialgleichung solchen Transformationen zu unter- 
werfen, dafs dann die Darstellung des Integrals durch 
Quadraturen méglich wird. Nun gelingt es aber nur in den 
seltensten Fillen, eine solche Transformation ausfindig zu 
machen, das Problem der Integration wird also durch das 
Bestreben, derartige Transformationen aufzufinden, nicht nur 
verschoben, sondern aufserordentlich beschriinkt, in dhnlicher 
Weise etwa, wie wenn man sich in der Algebra die Auf- 
gabe stellte, eine gegebene algebraische Gleichung durch 
blofse Anwendung von Wurzelzeichen aufzulésen. So 
interessant an sich die Aufgabe ist, diejenigen Differential- 
gleichungen aufzustellen, deren Integration sich auf Qua- 
draturen zuriickfiihren lafst, so mufs doch dieser Aufgabe 
als einer ganz speziellen der ihr gebiihrende Platz in der 
systematischen Theorie angewiesen werden, keinesfalls darf 
sie als das einzige oder erstrebenswerteste Ziel in den 
Vordergrund der Theorie geriickt werden. In neuerer Zeit 
ist es Lie gelungen, durch die von ihm begriindete Theorie 
der Transformationsgruppen (deren Anwendung in der 
Theorie der Differentialgleichungen allerdings viel weiter 
reicht) Methoden zu entwickeln, die zu einer Lésung der 
gedachten Aufgabe fiihren kénnen*); wir begniigen uns, auf 
diese schéne und wichtige Theorie hinzuweisen und wollen 
uns jetzt wieder der genaueren Untersuchung der analytischen 
Kigenschaften, der Lésungen unserer Differentialgleichungen 
(8) beziehungsweise (9) zuwenden. 


*) Vergl. die von Herrn Scheffers edierten , Vorlesungen tiber 
Differentialgleichungen“ (Leipzig, 1891). 
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16. Spezielle Untersuchung der homogenen linearen 
Differentialgleichung erster Ordnung. 


Wir stellen uns zuniichst die Aufgabe, das Verhalten 
der Lisungen der Differentialgleichung (9) in der Umgebung 
ihrer singuliren Stellen zu erforschen. Da fiir diese Gleichung 
alle Singularitiiten feste sind, so kénnen als singulire 
Stellen der Integrale nur diejenigen «-Werte fungieren, fiir 
welche die Funktion «, (7) selbst aufhért holomorph zu sein. 
Sei a ein solcher Punkt, wir wollen aber voraussetzen, dafs 
in der Umgebung von « =a die Funktion a, (w) eindeutig 
sei, d. h. dafs ein geschlossener Weg U der diesen und 
keinen anderen singuliren Punkt von a, (#) einmal im 
positiven Sinne umschliefst, die Funktion zu ibrem Ausgangs- 
werte zuriickfiihrt. 

Mége das Integral v, auf dem Wege U fortgesetzt, sich 
in v verwandelt haben, dann ist v ebenfalls ein Integral 
von (9). Da aber das allgemeine Integral der Gleichung (9) 
in der Form cv darstellbar ist, wo ¢ eine willkiirliche 
Konstante bedeutet, haben wir jedenfalls 


Doe, 
wo w eine bestimmte Konstante bedeutet. Setzen wir 
a log w 
20%’ 
so ist, wenn wir dem log w seine Vieldeutigkeit belassen, 


r nur abgesehen von additiven ganzen Zahlen bestimmt; 
jedenfalls multipliziert sich aber der Ausdruck 


(a — a)’, 


wenn z den Weg U beschreibt mit 


7? 


e2% Cu? coast W, 
der Quotient 
()) 
(@@— ay 


P“)= 


ist also in der Umgebung von w= a eindeutig. Eine in 
der Umgebung eines Punktes «=a eindeutige Funktion ist 
aber ohne Riicksicht auf die Art ihres Verhaltens in diesem 
Punkte in einer gewissen Umgebung von #—=a nach dem 
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Laurentschen Satze nach ganzen Potenzen yon « — a ent- 
wickelbar; wir haben also fiir den Koeffizienten a, (w) eine 
Entwickelune von der Form 


Ot, ee es (« — a) 


=>—o 


und ebenso fiir ~ (x) eine “AMAT Eniwickelung 


Das Integral v wird also in der Umgebung von «—<a die 
Gestalt haben: 


der Umstand, dafs der Exponent 7 nur abgesehen von additiven 
ganzen Zahlen bestimmt ist, kommt bei dieser Darstellung 
nicht in Betracht, da, wenn die Reihe unendlich viele 
positive und unendlich viele negative Potenzen von (#— a) 
enthilt, die Anderung von 7 um eine ganze Zahl nur eine 
Verschiebung der Glieder innerhalb der Reihe nach sich zieht. 

Es entsteht nun die Aufgabe, wenn die Koeffizienten c 
der Entwickelung von a, (w) bekannt sind, r und die Koeffi- 
zienten y, ZU bestimmen. Diese Aufgabe ist, wie man sich 
durch Einsetzen der Reihen in die Differentialgleichung 
sofort iiberzeugt, durch Anwendung der Methode der un- 
bestimmten Koeffizienten nicht lésbar, wenn die Reihe fiir 
v sowohl nach der Seite der positiven als auch nach der 
Seite der negativen Exponenten hin ins Unendliche geht. 
Man wird also veranlafst, die folgende Unterscheidung zu 
machen. 

Wir sagen von einer Funktion, die in der Umgebung 
yon «—a durch eine Reihe von der Form 


dargestellt wird, sie besitze im Punkte #—a eine Stelle 
der Unbestimmtheit, oder kurz sie sei in @ unbe- 
stimmt, wenn die Reihe auch unendlich viele negative 
Potenzen enthilt; wenn dagegen negative Potenzen nur in 
endlicher Anzahl auftreten, so sagen wir, die Funktion sei 
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in a nicht unbestimmt*). Die gleiche Bezeichnung iiber- 
tragen wir auch auf den Fall, wo die Reihe noch mit einer 
Potenz, einem Logarithmus oder sonst irgend einem Aus- 
drucke multipliziert ist, dessen Verhalten bei Anniherung 
an den Punkt a ein derartiges ist, dafs er entweder einen 
endlichen Wert annimmt, oder in vollig bestimmter Weise 
unendlich wird. Wie diese Bezeichnung auf das Verhalten 
einer Funktion fiir «oo anzuwenden ist, bedarf wohl 
keiner besonderen Erérterung. 

Es sei nun vorausgesetzt, dafs v in e—a nicht 
unbestimmt ist. Dann kann man die Entwickelung von v 
in der Umgebung von «=a in die Form setzen: 


v= (#—ay (y_gty—g4ife—a)t...), 
wo g eine positive ganze Zahl, 
¥-gF9 


ist, und r jetzt eine véllig bestimmte Gréfse bedeutet. Wir 
sagen dann, die Funktion v gehoére fiir ea zum 
Exponenten 7. 

Um die Form von a, (x) festzustellen, bemerken wir, dafs 
MOE dlogv be NLR ey Wah sais dese 

da 2—A@ Yigty—g+ile¢—a)-+.... 

ist, also haben wir, da der mit (e—a)—! multiplizierte 
Bruch in der Umgebung yon « =a holomorph ist, 


@ () == : \e-3 1 ¢, (vw —a) +c, (e—a)?+.. ah 


CIO 


C_,=7. 


Damit v, und dadurch auch das allgemeine Integral 
der Differentialgleichung (9), im singulaéren Punkte a nicht 
unbestimmt sei, ist also notwendig und hinreichend, 
dafs a,(“) in «=a einen Pol erster Ordnung besitzt. 
Der Exponent r, zu dem v gehirt, ergiebt sich gleich dem 
Koeffizienten von («—«a)~—! in der Entwickelung von «, (2), 
also gleich dem Cauchyschen Résidu 


Times OS pee Ces 


_. *) Nach Weierstrass heifst a im ersten Falle eine wesent- 
liche, im zweiten eine aufserwesentliche singulire Stelle. Die 
im Texte angewandte Bezeichnung hat Herr Fuchs eingefiihrt. 
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und die Koeffizienten 7; der fiir v giltigen Reihenentwickelung 
bestimmen sich nun in einfacher Weise durch Einsetzen der 
Reihe in die Differentialgleichung. 

Wir gehen nun einen Schritt weiter, indem wir zu- 
vorderst a, («) als allenthalben eindeutige Funktion von « 
voraussetzen und dann die Forderung aufstellen, dafs v fiir 
keinen Punkt der «-Ebene unbestimmt sein mége. Dann 
darf a,() in der ganzen x-Ebene (den Punkt «—oo ein- 
geschlossen) keine anderen Singularitiiten als einfache Pole 
besitzen, und hieraus folgt weiter, dafs die Anzahl der im 
Endlichen gelegenen Pole auch eine endliche sein muffs. 
Wire diese Anzahl nimlich unendlich grofs, so kénnten 
entweder in einem endlichen Bereiche unendlich viele Pole 
vorhanden sein, oder aber es zégen sich diese Pole ins Un- 
endliche. Im ersteren Falle miifste innerhalb oder auf der 
Begrenzung jenes endlichen Bereiches eine Stelle vorhanden 
sein, wo sich die gedachten Pole aufhaufen, d. h. eine 
Stelle, die so beschaffen ist, dafs in jeder noch so kleinen 
Umgebung derselben Pole von a,(«) liegen. Eine solche 
Stelle kann aber kein Pol sein, sondern wire eine Singu- 
laritét von anderer Art. Im zweiten Falle ware =o 
eine solche Haufungsstelle der Pole, also ebenfalls eine 
Singularitét anderer Art wie ein einfacher Pol. 

Seien die im Endlichen gelegenen Pole von a, (#) 


Car ane ee Oo 
so hat also a,(#) die Gestalt 
h(a) 
Les (a — a,)(a@—a,)....(@— ag)’ 


und A(x) ist eine allenthalben eindeutige und endliche 
Funktion, die auch fiir 2—o nur einen Pol besitzen kann, 
also eine ganze rationale Funktion von w. Sei h(#) vom 
n-ten Grade. Dann ist in Partialbriiche zerlegt: 


at, Sees 


Kic= 1 #& — ay,’ 


wo g() eine ganze rationale Funktion vom Grade n—o 
ist, die nur dann auftritt, wenn o nicht grofser als n ist, 
und die A, Konstanten bedeuten. Wir hitten dann 
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a, (x) da (Gay 12 
= oe —e H («a — Ax 
k=1 


Vv 


wo G (zx) eine ganze rationale Funktion vom Grade »—o-+-1 
darstellt. Da e” fiir «=o einen Punkt der Unbestimmtheit 
besitzt, kann v nur unter der Bedingung fiir «—o nicht 
unbestimmt sein, dafs 


n—o+120. 


Dafiir, dafs bei eindeutigem a, (xv) das Integral von (9) 
keine Stelle der Unbestimmtheit besitzt, ist also notwendig 
und hinreichend, dafs a, (x) die Form habe 


h(a) 
== ) 
(a — a,)(w—a,).... (@ — 4p) 
wo die a,, a, ... 4a, simtlich von einander verschieden und 
h(w) eine ganze rationale Funktion vom héchstens (o — 1) ten 


Grade ist. In diesem Falle hat das allgemeine Integral die 
Form 


a, (2) 


o Ak 
cll(a@—a,) , 


b= 1 


wo ¢ eine willkiirliche Konstante bedeutet. 


17. Zusammenhang zwischen der Riccatischen 
Differentialgleichung und einer homogenen linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


Die Untersuchung der allgemeinen Riccatischen Diffe- 
rentialgleichung (4) 
dy 9 
“agi a Ce mei Ge Ye 
kann nach einer Methode erfolgen, die der eben fiir die 
lineare homogene Differentialgleichung erster Ordnung ent- 
wickelten analog ist, wenn man die Differentialgleichung 
durch die Substitution 
l 
(12) Te . dlog u 


a0 ak 
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transformiert. Wenn wir die Ableitungen einer Funktion 
durch obere Accente bezeichnen, ergiebt sich 


r2 


dy 1 uw 1 uw’—xu 
de @2u 2 : 
: u Oy u 


und dies in die Differentialgleichung eingesetzt, liefert fiir wu 
(nach Unterdriickung des Faktors uw) die homogene lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, 


(13) oe (c," + a, @,) ee ae a2 u = 0. 


Durch Anwendung der Transformation (12) haben wir 
die Ordnung der Differentialgleichung erhéht, dies scheint 
aufserlich eine Erschwerung zu sein, ist aber in Wirklichkeit 
eine Erleichterung, da wir durch diese Transformation er- 
reicht haben, dafs die Integrale wu der neuen Differential- 
gleichung nicht nur keine verschiebbaren Verzweigungs- 
punkte, sondern auch keine verschiebbaren Pole besitzen. 

Wir weisen dies zunichst direkt nach, indem wir aus 
(12) fiir « den Ausdruck 


—fas.y.da 
U—Cé 
berechnen, wo c¢ eine willkiirliche Konstante bedeutet, und 
das Verhalten von w untersuchen, wenn y fiir «=, einen 


(verschiebbaren) Pol besitzt. Machen wir in der Riccatischen 
Differentialgleichung die Substitution 


1 
ee eae 
wodurch fiir z die Differentialgleichung 
dz 
= — (ay 2° + a, 2 + a) 


hervorgeht, so ist fiir ~— «x, das betreffende z= 0, also 


dz 
(43)...= 7 i8q{o): 


Wenn nun a,(x«,) #0 ist, haben wir in der Umgebung 
von «, fiir z die Entwickelung 


z= — a, (x) (@— 4%) + 0,(@—a,)?+...., 


Schlesinger, Differentialgleichungen., 5 
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woraus sich 


1 —I1 1 
ye {1 é; (a iy) —-2-} 


Za Oy (Ly) B— Ly 


ergiebt. Da fiir «=a, die Funktion a, () jedenfalls als 
holomorph vorausgesetzt werden mufs (sonst wire eben 
w ==, ein fester singuliirer Punkt der Differentialgleichung), 
haben wir in der Umgebung von «=—2,: 


a, (#4) = a, (2) + 6, (@ — 2%) + 0, (€ — %)? + ..-., 


also 


1 
=faente| (, aso 7.0 —ay) +...) de 
L—Xy 


= log (« — a,) + $B (w# — 2,), 
wo %(«—wx,) eine gewoéhnliche Potenzreihe von «— a 
bedeutet. Hiernach ist in der Umgebung von «= .,: 
= = $ (a — ao) 
u—=c(#—a)B(a—a2,), BPe—2#,)—e 4 
wu ist also in der Umgebung von «=, holomorph. 
Die Bedingung, dafs a, (x) fiir «=, einen von Null 
verschiedenen Wert habe, ist fiir dieses Resultat wesentlich. 
Dividieren wir die Differentialgleichung (13) durch «,, 
so erhalt sie die Form 


d*u onl du 
14 Z toa loi, u—O0; 
> 1 | Ones ) 
d x” Cty dx eee 


da uw in der Umgebung einer Stelle, wo y selbst holomorph 
ist, offenbar ebenfalls holomorph bleibt, haben wir das 
wichtige Resultat: 

Reduziert man in der homogenen linearen 
Differentialgleichung (13) den Koeffizienten der 
héchsten Ableitung auf Eins, so ist das allgemeine 
Integral dieser Gleichung (14) in der Umgebung 
jeder Stelle « holomorph, fiir welche die Koeffi- 
zienten der Differentialgleichung selbst holomorph 
sind. Die einzigen singuliren Punkte der Integrale 
sind die singuliren Stellen der Koeffizienten, diese 
sind also simtlich fest; wir nennen sie die singulaéren 
Stellen der Differentialgleichung. 


17. Lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. 67 


Die Differentialgleichung (14) ist keine spezielle ihrer 
Art, denn die allgemeinste homogene lineare Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 


du du 
q pes oath O, 


Gres 
wo p, q, 7 Funktionen von 2 bedeuten, lafst sich in die 
Form (14) beziehungsweise (13) umsetzen, wo 


(15) p 


EEL Le erent fas a La ona 
0 5?” Ngoc >? Pe the 
ist, und wird demnach durch die Substitution 
—1 dlogu 
hime p dx 


in eine Riccatische Differentialgleichung fiir y transformiert. 
Der ausgesprochene Satz gilt also fiir jede homogene 
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, ja er ist sogar 
nicht auf die zweite Ordnung beschriinkt (vergl. Nr. 15, 
S. 58), sondern bleibt, wie zuerst Herr Fuchs bewiesen 
hat*) auch fiir homogene lineare Differentialgleichungen 
n-ter Ordnung bestehen. 

Da, wie wir sehen, das Problem der Integration einer 
Riceatischen Gleichung mit dem der Integration einer 
homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
vollstiindig gleichwertig ist, fiir die Differentialgleichungen 
der letzteren Art aber iiberdies die wesentliche Vereinfachung 
auftritt, dafs ihre Integrale nur feste Singularititen besitzen, 
werden wir die folgenden Betrachtungen an die Gleichung (15) 
kntipfen. Wir gewinnen damit zugleich die Méglichkeit, in 
diesem einfachen Falle die Prinzipien entwickeln zu kénnen, 
die von Herrn Fuchs fiir die allgemeine Theorie der 
linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung geschaffen 
worden sind. Diese Prinzipien und Methoden kénnen an 
dem Falle n=2 in ihrer ganzen Tragweite dargelegt 
werden; einmal in diesem Falle erfafst, bieten sich dem 
Verstiindnisse ihrer Anwendung auf den allgemeinen Fall 
nur noch gewisse Schwierigkeiten wesentlich algebraischer 
und funktionentheoretischer Natur dar, denen wir hier um 


*) Crelles Journal, Bd. 66, 8. 122. 
he 
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so eher aus dem Wege gehen diirfen, als auf eine zusammen- 
fassende Darstellung der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen*) verwiesen werden kann. Man wird in diesem 
Sinne die zunichst folgenden Entwickelungen zugleich als 
eine Vorbereitung fiir das Studium der betreffenden Original- 
arbeiten und der erwahnten Darstellung ansehen koénnen, 
welches natiirlich fiir Jeden, der in die Tiefen der gedachten 
Theorie eindringen will, unerlifslich ist. 


18. Fundamentalsystem, allgemeines Integral.**) 


Seien u,,u, zwei partikulare Integrale der Differential- 


gleichung (15), dann folgt aus den identischen Gleichungen 
wr , a ——2 
py" + qu’ + ru, = 0, 
Pttg”” + quip! + ral, = 0 
die Proportion 
Priv =U! Uy — U, Ug! 2 U, Uy!’ — U," Uy 2 U 


2 1 


Wir kénnen natiirlich p#~0 voraussetzen, da wir sonst 
auf den bereits erledigten Fall der homogenen linearen 
Differentialgleichung erster Ordnung zuriickkamen. Es mufs 
folglich mindestens ein Integralpaar u,, vu, geben, fiir welches 

U,' Uy — U, Uy’ #0 
ist. Ein solches Integralpaar nennen wir nach Herrn Fuchs 
ein Fundamentalsystem von (15). 
Aus 
u,! u 


[¢ oes 
e@—— U, up,’ = 0 


folgt nach Division durch wu; 


d Uy ) bj 
da Nun 


U, 
— = const. 
UM, 


Ug 


__ *) Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
(3 Teile, 1895, 1897, 1898, Leipzig, Teubner). 

**) Quelle fiir diese und die folgenden Nummern (bis Nr. 37 ein- 
schliefslich) sind die Arbeiten von Herrn Fuchs, Crelles Journal, 
Bd. 66, S. 122, Bd. 68, S. 354, 
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Ein Fundamentalsystem kann also auch dahin charak- 
terisiert werden, dafs der Quotient seiner Elemente 
nicht konstant ist. 

Wenn u,, wu, ein Fundamentalsystem konstituieren, so 
folgt aus der obigen Proportion 


” ” 
U, Uy a Uy Ug if U. 


i) eae 
Os 


UW," Uy — Uy Ue’? Pp Uy! Uy — Uy thy’ 
die Koeffizienten der durch p dividierten Differentialgleichung 
lassen sich also durch die Elemente eines Fundamental- 
systems und seine Ableitungen ausdriicken. Hieraus schliefsen 
wir schon a priori, dafs ein Fundamentalsystem die ganze 
Differentialgleichung in ahnlicher Weise bestimmt, wie etwa 
eine quadratische Gleichung durch ihre beiden Wurzeln be- 
stimmt wird. 

Aus der ersten der Gleichungen (16), die wir auch in 
der Form 


Jas. d log (u,' ts 


Uy Uy’) 


p da 


schreiben kénnen, folgt durch Integration und Ubergang zu 
den Numeris*) 
ee iI is 
Pp ° 
? 


wir nennen den Ausdruck auf der linken Seite die 
Determinante des Fundamentalsystems, u,, u,; da diese 
von Null verschieden ist, ist auch die Konstante ¢ nicht 
gleich Null. Die Determinante des Fundamentalsystems 


(A) U,! Uy — Uy Uy’ = C.€ 


kann nach (A) offenbar nur dort verschwinden, wo ae nicht 


holomorph ist, d. bh. fiir einen singularen Punkt der 
Differentialgleichung. 

Sei nun uw ein beliebiges Integral der Differential- 
gleichung (15), von dem wir voraussetzen wollen, dafs es 
sich von uw, nicht nur durch einen konstanten Faktor unter- 


scheidet. Dann ist also 
(17) Uy u' —U,' U=¢,.@ ; 


*) Abel, Crelles Journal, Bd. 2 (Oeuvres I, S. 251). 
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wo c, eine von Null verschiedene Konstante bedeutet. 
Durch Elimination der Exponentialgréfse zwischen den 
Gieichungen (A) und (17) ergiebt sich 


r ’ ’ , , oe 
€(u, u — wu,’ u) —¢, (u, U,’ —u,’ u,)== 0, 
oder, ‘indem wir nach Division durch wu? integrieren, 


u U 
Ore a 
Uy 
wo ¢, eine Konstante bedeutet. Hieraus folgt fiir u die 
Darstellung 


(18) heey ee +, Uy 


als homogene lineare Funktion mit konstanten 
Koeffizienten der Elemente eines Fundamentalsystems. 

Da jedes Integral wu in dieser Form ausdriickbar, und 
oifenbar auch umgekehrt jeder Ausdruck 


al Uy te Vo Uy 

fiir willkiirliche konstante y,, y, eine Lisung der Differential- 
gleichung ist, stellt dieser Ausdruck das allgemeine Inte- 
gral der Differentialgleichung (15) dar. In Ubereinstimmung 
mit den Erérterungen der Nr. 4, S. 14 enthalt dasselbe 
zwei willkiirliche Konstanten. Aus der Darstellung (18) 
folgt direkt die bereits auf andere Weise nachgewiesene 
Kigenschaft von wu, keine mit den Anfangswerten verschieb- 
baren singuliren Stellen zu besitzen, denn « kann nur dort 
singuliir sein, wo u, oder uw, es sind. Fiir eine homogene 
lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung 


dad” u d*—la 0 
BO Tan ae Aiea ieee Pinse, Or 


lifst sich das allgemeine Integral u in der Form 


UY eh On Un 


darstellen, wo w,, U,,...%n geeignet gewiihlte partikulare 
Integrale, 7,, 75,.-- 7m Willkiirliche Konstanten bedeuten. 
Diese Eigenschaft ist zugleich fiir die linearen Differential- 
gleichungen charakteristisch (vergl. die Bemerkung in Nr. 14, 
S. 54). 
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19. Lineare Substitution. Umlauf um einen singu- 
laren Punkt. Fundamentalgleichung. 


Seien u,,u, ein Fundamentalsystem, v,,v, zwei andere 
Integrale von (15), dann ist 


(19) tH = au, + Pus, 

V = 7 U, + 0 uy, 
wo a, @, 7,0 Konstanten bedeuten. Wenn v,, v, ebenfalls 
ein Buciamontalegsterh bilden, so miissen u,, vw, durch v,, v, 
in tbnlicher Weise darstellbar sein, die Gleichungen (19) 
miissen also eine Aufliésung nach w,,u, zulassen, d. h. es ist 


ad—fSyv#F0, 
und 
(20) Uy =a! v1, + f' %,, 
; U, == y! ¥, 0 D,, 
wo 
fae 0 Ibe eed 
tem ow gaa oe ad—Ppy’ 
’ eames ’ a 


ad By eb Br" 


Man driickt den Inhalt der Gleichungen (19) gewoéhnlich 
dadurch aus, dafs man sagt, v,,v, gehe aus u,,~, durch 
Anwendung der linearen Substitution 


(5 

yoy’ 

deren Determinante ad —fy nicht verschwindet, hervor 
und schreibt dies kiirzer: 


(9%) = (75) Gs) 


Die Substitution 
(ume 
yy! ay 4 


die umgekehrt den Ubergang von v,,v, zu w,,%, vermittelt, 
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nennt man die zur urspriinglichen inverse Substitution 
und bezeichnet sie wohl auch durch das Symbol 


COAG: 


Umgekehrt stellen die Gleichungen (19) fiir willkiirliche Wahl 
der Konstanten a, f, 7, 0, deren Determinante ad— py 
nicht verschwindet, ein Fundamentalsystem v,, v, dar, 
und man erkennt hieraus den engen Zusammenhang, der 
zwischen der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
und der der linearen Substitution besteht. 

Wir befolgen nun einen abnlichen Gedankengang wie 
in der Nr. 16. 

Die Integrale u,,u, sind holomorph in der Umgebung 
jeder Stelle, wo die Funktionen 

q r 
an 

die wir schlechthin die Koeffizienten der Differential- 
gleichung (15) nennen wollen, selbst holomorph sind. Sei 
nun a eine Stelle, in deren Umgebung diese Koeffizienten 
zwar eindeutig, aber nicht mehr holomorph sind, und 
untersuchen wir das Verhalten von w,,u,, wenn 2 einen 
einfachen geschlossenen Weg U beschreibt, der den Punkt a 
und keinen anderen singuliiren Punkt der Differentialgleichung 
einmal im positiven Sinne umschliefst. Mégen u,,u, auf 
dem geschlossenen Wege U fortgesetzt die Werte Ui, , Ue 
annehmen; dann geniigen zufolge “des in der Nr. 9 (8. 33) 
entwickelten Fortsetzungsprinzips auch %,, @, der Differential- 
gleichung (15) und bilden ein Fundamentalsystem. Das 
letztere ergiebt sich daraus, dafs, wenn in 


U, == cu, 
c eine Konstante wiire, diese Gleichung zufolge des eben 
erwaihnten Prinzips auch fiir jede analytische Fortsetzung 
der w,,%, bestehen bleiben, und demnach auch 
(21) Uy 
sein miifste, da w,,u, aus w,, % durch Fortsetzung lings 
des in entgegengesetztem gina durchlaufenen Weges U 


hervorgehen. Die Gleichung (21) widerspricht aber der 
Voraussetzung, dafs u,, u, ein Fundamentalsystem bilden. 


SS 
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Die %,,% gehen folglich aus u,, vu, durch Anwendung 
einer linearen Substitution mit nicht verschwindender Deter- 
minante hervor: 

fu, =, % + oY, ia 

(22) fly = Oy, ty + Ogg Uy 44 Gay — Gy %, FO. 

DieElemente eines Fundamentalsystems erleiden 
also beim Umlaufe um einen singulairen Punkt, in 
dessen Umgebung die Koeffizienten der Differential- 
gleichung eindeutig sind, eine lineare Substitution 
mit nicht verschwindender Determinante. 

Fiir die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 
ergab sich, dafs sich jedes Integral bei einem solchen Um- 
laufe nur mit einer Konstanten multipliziert. Wir fragen, 
ob es vielleicht méglich ist, ein Integral der Gleichung (15) 
aufzufinden, welches die gleiche Eigenschaft in Bezug auf 
den Umlauf U besitzt. Sei denn 


(23) U=¢, Uy +, Up 
ein beliebiges Integral, dann ist der Ausdruck %, in den sich 
w nach Zuriicklegung des Weges U verwandelt hat: 
U = Cj (Gy, My HF yy Uy) 4 Cy (My % + ye Uy). 
Wir wiinschen, dafs 
uU = W. U 
sei, wo w eine Konstante bedeutet; es mufs also 
CW (Cy Uy Oy Uy) = (6, Oy Cy My) My (% Hyp F Cp Mp0) My 
oder 
1 ase 
Uy (py — ©) Hey Og, fy + 1G, Oye + Cy (yg — &)f Me = 0 
sein. Da der Quotient von u, und u, nicht konstant ist, 
kann diese Gleichung nur so bestehen, dafs ihre Koeffizienten 
verschwinden, also mufs 
(24) os (a4, — ) + ¢ G, = 90, 
Cy My + % (Gq — wo) = 0 
sein, dies ist aber, falls nicht ¢,,c, beide verschwinden 
sollen, nur dann méglich, wenn die Determinante 


(25) 
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ist. Die Konstante w mufs also eine Wurzel dieser 
quadratischen Gleichung sein, man nennt diese Gleichung nach 
Herrn Fuchs, die zum Punkte a gehérige Fundamental- 
gleichung. ‘Seien W,, w, die Wurzeln von (25), so sind 
diese beiden Grofsen jedenfalls von Null verschieden, da ja 


W, Wy == Oy, Ugg — Oy, % FO 


ist. Setzen wir eine dieser Wurzeln, etwa w, in (24) fiir 
w ein, so ergeben diese beiden Gleichungen fiir das Ver- 
hiltnis der c,, c, einen wohlbestimmten Wert, und wenn 
wir ein beliebiges Liésungssystem dieser Gleichungen durch 
C44) “2 bezeichnen, so multipliziert sich das Integral 


Y= 1 Uy + Ge Me 
beim Vollzug des Umlaufes U mit der Konstanten «,. 

Die Anwendung der in der Nr. 16 fiir die dort be- 
trachtete Funktion v (S. 60) entwickelten Schlufsweise, er- 
giebt fiir v, in der Umgebung von «=a die Darstellung 

log w, 


OF = (a eer) ayrs P, (wv — a), Un) ==s oe ae 


Wo @p, (e—a) eine in der Umgebung von « = a eindeutige, 
also nach dem Laurentschen Satze entwickelbare Funktion 
bedeutet. 

Wir setzen nun zuniichst voraus, dafs die Fundamental- 
gleichung (25) zwei von einander verschiedene Wurzeln 
habe, also 

W, F Wy. 

Dann ergeben die Gleichungen (24) fiir w=, eben- 
falls einen bestimmten Wert des Verhiiltnisses von ¢,, cy} 
S€1 C,, Cyq ein beliebiges Lisungssystem dieser Gleichungen, 
dann multipliziert sich das Integral 


Vg = Cy Uy te Gog Uo 
nach Vollzug des Umlaufes U mit der Konstanten w, und 
besitzt in der Umgebung von «=a die a eae 


log 
Oni 


Uy = (@ — a)" P, (4 — a), 1, = a) 


wo auch ~, (2 —a) eine in der Umgebung von « 
deutige Funktion bedeutet. 


—a ein- 
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Da der Quotient 


sich bei dem Umlaufe U mit der Konstanten 

fae ee | 

7 
multipliziert, kann dieser Quotient nicht konstant sein; v,, v, 
bilden also ein Fundamentalsystem, das allgemeine Integral 


u der Differentialgleichung (15) ist demnach in der Um- 
gebung des singuliren Punktes a in der Form 


(26) w=—y, (¢—a)"¢, (a—a)-+ y, (ec — a)" g, (w — a), 
WO ¥,, 72 Willkiirliche Konstanten bedeuten, darstellbar. 


20. Unabhingigkeit der Fundamentalgleichung von 
der Wahl des Fundamentalsystems.*) 


Ehe wir auf die Diskussion des Falles eingehen, wo 
die beiden Wurzeln der Fundamentalgleichung  iiberein- 
stimmen, miissen wir,die Frage zu beantworten suchen, ob 
diese Gleichung eine Anderung erfaéhrt, wenn wir statt u,, w 
ein anderes Fundamentalsystem w,, w, der Rechnung zu 
Grunde legen. 

Es ist jedenfalls w,,w, mit u,,u, durch eine lineare 


Substitution 
(27) ee = 41,4 Bale 
Tet ee aioe Uy Gy 
verkniipft. Wir eae die Werte w,, w,, die w,, w, nach 


Vollzug des Umlaufes U annehmen, indem wir in (27) w,, uw, 
durch w,, %, ersetzen; da nun 


Thee Tid ae uU Ug) 
(4, %) te ae) 4? 


ist, ergiebt sich 
aaa O11 @19 
(28) (,, ™%) = Lt te acon 
1? 2 <0 a ua 2 
ay, Azo 21 22 


*) Vergl. hierzu nebst Fuchs a, a. O., auch Hamburger, 
Crelles Journal, Bd. 76 


1 Fan — My My, HO 
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d. h. um aus u,v, die w,,w, zu erhalten, haben wir auf 
u,, U, zuerst die Substitution mit den Elementen «;, und 
dann auf das Resultat die Substitution mit den Elementen 
a;, anzuwenden, wo 7,k—1,2. Das gesamte Ergebnis 
dieser beiden hintereinander angewandten Substitutionen ist 
wieder eine lineare Substitution, die man die aus diesen 
beiden komponierte Substitution nennt; ihre Elemente 
lauten 


Ces yy 2 yr 1 Ge + Ue O 2) — Ce 11 gs) (as <j) 
Gay O14 Ugg Wo, 84 G19 + Mp9 Mos Glo Coo 
Man erkennt aus dieser Form mit tei auf das 
Multiplikationstheorem der Determinanten, dafs_ die 
Detefminante der aus zwei Substitutionen komponierten 
Substitution gleich dem Produkte der Determinanten der 
Komponenten ist, dafs aber im allgemeinen die komponierte 
Substitution selbst von der Reihenfolge abhingt, in 
welcher die beiden Komponenten hinter einander angewandt 


werden. 
Wenn wir die komponierte Substitution kurz durch 


(28) 


bezeichnen, ist 


Dees eg Gips, 2) 
A= 1,2 
Um die Darstellung von w,, w, durch w,,w, selbst zu 


erhalten, berechnen wir aus (27) de thts ‘dann erhalten 
wir (Nr. 19, 8. 72) u,, wu, aus w,, wv, durch Anwendung der 
mu (27) inversen Substitution 


Teer! 

/ f(a he 
(29). (U,, Uy) = ( yale :) (w,, W,), 

21 9 


(a a) — (i ay 
Gs, Oa Gy, a 
Wir bemerken, dafs wenn in (29) w,, w, durch ihre 


Ausdriicke (27) ersetzt werden, sich 


(1) Up) = (My, Uy) 


wo 
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ergeben mufs, d. h. es ist 


Gees) —( 

Ay,’ Ugg G39 Or le 

diese Substitution, die also Tae verdndert, nennt man die 
identische und ‘bezeichnet sie gewohnlich durch 1; hieraus 
erklirt sich nun auch die symbolische Bezeichnung der 
inversen Substitution als (— 1)te Potenz der urspriinglichen. 
Wir heben noch hervor, dafs die Beziehung zwischen einer 
Substitution und ihrer Inversen offenbar eine gegenseitige 
ist, d. h. es ist auch 


Ce ae 


Es ergiebt sich nunmehr fitr = w,) die Darstellung 
durch (w,, w,): 


(W,, We =(° a es (as 7) W,, W, 
uv Ws) (21 “22 O31 Coe My" My a) 


und wenn wir diese lineare Substitution, =e aen Ubergang 
Von (w,, W,) ZU (w,, w,) vermittelt durch 


Pay ce) 
Por Pos 
bezeichnen, so ist 
= = aia Cry Gx ; (i, k=}, 2) 


Noy — lee 

man sagt, die (-Substitution gehe aus der a-Substitution 
durch Transformation mit der a-Substitution hervor. 

Von (w,, w,) ausgehend ergiibe sich als Fundamental- 
gleichung 
By — © Bay 
0) Pye Pog — wv 
Mit Riicksicht auf die obige Darstellung der {;, erkennt 
man aber sofort, dafs 


> 
P14 — © Bay 4g 42 ; G1, —W Go Oy “12 
: = , , 
Bo : Baa —w Wy, By One Boo (0) By1 Uy 
also, da offenbar 
, ’ —I1 
Or CG SN es Os 
a , 
Std sas Caan 
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die linke Seite der Gleichung (30) mit der linken Seite 
von (25) identisch ist, d. h. 

die Fundamentalgleichung ist unabhaingig von 
der Wahl des Fundamentalsystems. 

Damit ist auch erst die Bezeichnung der Fundamental- 
gleichung als ,zum Punkte a gehirige“ gerechtfertigt. 


21. Erledigung des Falles gleicher Wurzeln der 
Fundamentalgleichung. 


Wenn die beiden Wurzeln w,, w, der Fundamental- 
gleichung (25) (S. 73) einander gleich sind, so mufs nach 
dem in der vorigen Nummer bewiesenen Satze auch die 
Fundamentalgleichung, die wir von irgend einem beliebigen 
Fundamentalsysteme ausgehend aufstellen, zwei gleiche 
Wurzeln haben. 

Jedenfalls haben wir das eine in der Nr. 19 aufgestellte 
Integral v,, welches sich beim Umlaufe U in 

De ee, 
verwandelt; sei v, jetzt ein beliebiges Integral, welches sich 
von v, nicht nur durch einen konstanten Faktor unter- 
scheidet, dann verwandelt der Umlauf U v, in ein Integral 


v,, welches also durch das Fundamentalsystem v,,v, in der 
Form 


Vo ae p v St Fees 
darstellbar sein mufs. Die Substitution, die (v,,v,) durch 
den Umlauf U erfiihrt, lautet also 


w, 0 
Boy? 
wir finden demnach fiir die Fundamentalgleichung: 
w,—o 0 os os i eA iIRAtE 
8 mens ey (w, — w) (y— ow) = 0, 


diese mufs nun ebenfalls die doppelte Wurzel «, besitzen, 
do ehe es ist 


Y= ,, 


% = fv, + a, 2%. 
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Der Quotient von v, durch v, verwandelt sich also 
durch den Umlauf U in 


(2 ) Mave) sire 
v, , Oi 
d. h. dieser Quotient vermehrt sich einfach um die Kon- 


B 


stante ie Die gleiche Eigenschaft kommt aber offenbar 


vi 
auch der Funktion 


Sea he TO log C—O 
COM AONE BENE ( ) 
gu, da sich ja log(w —a) bei positiver Umkreisung des 
Punktes a um 22 vermehrt; es ist also 
Vy p 1 


mare Dave log (« — a) = g, (« — a) 


Uy 


eine in der Umgebung von «—a eindeutige Funktion, 
d. h. wir haben im Falle gleicher Wurzeln der Fundamental- 
gleichung nebst dem Integrale 

log w, 
TO es 


0, = («@— a)" g, (« — a), 7, : 


noch das Integral 


1, = (@— ay {hy (@—) + 


wo 


B 


O, 


1 
2 4 fy (aw > a) : log C— a}, 


Y, (¢— a) =p, (&— 4). 9, (w — 4) 
ebenfalls eine in der Umgebung von «=a eindeutige 
Funktion bedeutet. 
Wir kénnen also allgemein stets ein Iundamental- 
system herstellen, welches in der Umgebung von «=a die 
Form hat 


0, = (# — a)" 7, (2 — a), 


Up —= (# — a) {W, (@ — a) + a. @, (@ — a) log (2 — a), 


wo 


log wx, 
Vi a —— 


=—1 
oi? re) 
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gy, (@—a), w,(a—a) in der Umgebung von «—<a ein- 
deutige Funktionen, also im allgemeinen Laurentsche 
Reihen, a eine Konstante bedeutet, die jedenfalls ver- 
schwindet, wenn 


Ww, FW, 


ist, aber auch fiir w, =, verschwinden kann (wenn néimlich 
@=O0 ist). Wir nennen v,,¥, das zum Punkte c=a 
gehiérige kanonische Fundamentalsystem der Difte- 
rentialgleichung (15). 

Damit ist die analytische Form des allgemeinen Inte- 
grals der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung in der Umgebung einer singuliiren Stelle, wo die 
Koeffizienten eindeutig sind, festgestellt. Es wiirde sich 
jetzt noch darum handeln, die Koeffizienten der Laurentschen 
Reihen g, und yw, und die Wurzeln der Fundamental- 
gleichung w,,w, zu bestimmen. Diese Aufgabe ist aber im 
allgemeinen aufserordentlich schwierig, sie erfordert trans- 
cendente Hiilfsmittel*) und soll darum hier nur in dem 
besonderen Falle behandelt werden, wo die Reihen ,, wy, 
nicht unendlich viele negative Potenzen von «—a 
enthalten, d. h. (vergl. Nr. 16, S. 62) wo die Integrale der 
Differentialgleichung (15) im Punkte «=a nicht un- 
bestimmt werden. 


*) Man sehe die Arbeiten: Hamburger, Crelles Journal, Bd. 33; 
Helge von Koch, Acta Mathematica, Bde. 15, 16; vergl. Hand- 
buch der Theorie der lin. Differentialgleichungen, Bd. I. 
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Untersuchung der singuliren Stellen, wo 
die Integrale nicht unbestimmt werden. 


22. Gestalt der Koeffizienten in der Umgebung 
einer singuliren Stelle, die kein Punkt der Un- 
bestimmtheit ist. 


Mégen die Koeffizienten der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, die wir jetzt in der Form 


d?u du g r 

(1) d a2 “ P (a) dx + Q(z) u= 0, a at Bi ae 

schreiben wollen, in der Umgebung der singuliren Stelle 

“=a eindeutig sein, und moégen in den Entwickelungen 

der Elemente des zu «—a gehorigen kanonischen Funda- 
mentalsystems 


v, = (@# — a)" gp, («@ — a), 
vy = (w — ay Ly, (vw —a) + a. g, (© — a) log (w — a). 
in der Umgebung von «a die Reihen ,, w, nur eine 
endliche Anzahl negativer Potenzen enthalten. Dann kénnen 
wir die bisher nur abgesehen von additiven ganzen Zahlen 
bestimmten Exponenten 7,, 7, so einrichten, dals v,, v, die 
Form 
oy uae (a@— a)" ®, (w@ — a), 
(2) |e, = (#@— a)" {P, (w— a) +a. ¥, (w—a) log (w— a) 


Schlesinger, Differentialgleichungen. 6 
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annehmen, wo @,, ®,, ¥, nach positiven ganzen Potenzen 
von «—a fortschreitende Reihen bedeuten, und 


®, (0) #0 
ist, wihrend 
®,(0) und ¥, (0) 


nicht gleichzeitig verschwinden. Durch diese Bedingungen 


sind dann die r,,7, vollkommen bestimmt, und es sind 
die Produkte 


(aed ae ead rete 


falls «— 0 ist, fiir «—a beide endlich und von Null ver- 
schieden, dagegen wird, wenn «#0 ist, das zweite ftir 
“=a so unendlich, wie der Ausdruck 


@, (0) + a@ ¥, (0) log (w — a). 

Wir sagen dann, v,,v, gehdren fiir ea zu den Exponenten 
Tatas diye 
” "Wie wir oben (Nr. 21, 8. 80) bemerkt haben, ist « 
jedenfalls gleich Null, wenn die beiden Wurzeln der zu a 
gehérigen Fundamentalgleichung von einander verschieden 
sind, d. h. a ist jedenfalls gleich Null, wenn die Differenz 
der Exponenten 7,,7, keine ganze Zahl ist. 

Auch die folgende Bemerkung ist off von Nutzen. 

Nehmen wir an, es sei bekannt, dafs die Differential- 
gleichung (1) ein in «<a nicht unbestimmtes Integral be- 
sitzt; dann kann dasselbe nach den allgemeinen Ergebnissen 
der Nr. 21 in der Umgebung von «=a jedenfalls in der Form 


vy = (w— a) {®, (w —a) +a. ¥, (@—a) log (@—a)}, 
dargestellt werden, wo #,, ¥, gewodhnliche Potenzreihen 


bedeuten. Lassen wir dann « um den Punkt a den positiven 
Umlauf U beschreiben, so multipliziert sich 


(a — a)’ mit e27*™ 
und log (e—a) vermehrt sich um 277; also verwandelt 
sich v, in 
Ug == Mire y, 1 er 7% (4 — a)? WL (e@—a@).201.a 
und v, ist ebenfalls ein Integral. Dann ist aber auch 


e—2nire 


Bee [v, — e7*” vy] = a (w@ — a) VY, (a — a) 
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ein Integral, d. h. wenn ein Integral v, vorhanden ist, 
welches in «a nicht unbestimmt wird, so ist der mit 
dem log (#— a) multiplizierte Ausdruck selbst ein Integral, 
es giebt also dann stets auch ein in Reihenform dar- 
stellbares Integral, welches im Punkte a nicht un- 
bestimmt ist. 

Wir suchen nun das Verhalten der Koeffizienten der 
Differentialgleichung in der Umgebung von «—a festzu- 
stellen, unter der Voraussetzung, dafs die Integrale in diesem 
Punkte nicht unbestimmt werden, dafs also das kanonische 
Fundamentalsystem die Form (2) besitzt. 

Setzen wir in der Differentialgleichung 


7 hema) | vda, 
woraus 

ul =v, 0+ v,' [odz, 

ul =v, v0 + 20,'0-+ 9," fode, 
so ergiebt sich mit Riicksicht darauf, dafs v, der Differential- 
gleichung (1) geniigt, fiir v die Gleichung erster Ordnung: 


dv 20, )= _ 
(3) da. fo (2 sae Cs 
Setzen wir das aisemeins Integral dieser Gleichung 


ee”) an 


in den Ausdruck 
a | oda 


fiir v ein, so geniigt u der Differentialgleichung (1), und 
umgekehrt befriedigt 


die Differentialgleichung (3), wenn w irgend eine Lisung 
von (1) bedeutet. Also geniigt auch 


Ore al 


der Differentialgleichung (3). In der Umgebung von «=a ist 
6* 
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ines soli bok Wiad edd VG tl 
es (vw — a) zi + «a ®, log (« — a)/, 

also ist dieser Quotient im Punkte «—a keinesfalls un- 
bestimmt und ebensowenig sein Differentialquotient v. Nach 
den Ergebnissen der Nr. 16 (S. 62) folgt aber daraus, dafs 
das Integral von (3) im Punkte a@ nicht unbestimmt ist, dafs 
der Koeffizient dieser Differentialgleichung in «—a einen 
Pol erster Ordnung besitzt, wir haben also in der Um- 
gebung von w= a 


, 


2, kanes $5 (@ — a) 
My 


Ur —— 6 
wo S3(«—a) eine gewohnliche Potenzreihe von «— a be- 
deutet. Nun ist aber ferner 
20,’ , @,' («x — a) r a 
1 _.9 =——2 : xL—a 
v x—a | ®, (e — a) w—a a PA ) 


if 
wo auch %§(#—a) eine gewohnliche Potenzreihe darstellt, 
also ergiebt sich 
p—#e-—9% 9 eT G (¢ — a) = $, (@ —a) 


Si ——— 0 | SA S=— 0) L(G} 


5 


wo ‘3, (a —a) eine gewoéhnliche Potenzreihe von « — a be- 
deutet, d. h. P verhalt sich in der Umgebung von =a 
wie eine rationale Funktion und hat in diesem Punkte einen 
Pol erster Ordnung. 

Aus der identischen Gleichung 


Oy Eee 


” te 
v, os v 


== ii) 
berechnen wir 


Q vrs VU, VY, 
Aus der Darstellung von v, in der Umgebung von 
xa folgt mit Riicksicht darauf, dafs ®, (0) von Null ver- 
schieden ist: 


t 


1 
= Phy }; (@ — a), 


wo ‘SS, (7—a), ,(¢—a) gewohnliche Potenzreihen von 
«—a bedeuten; also haben wir 


” 
1 


v ‘ 


x) 


1 : 
acy (a is a)? Ba (w 7 a), 
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if 
Se en sre a (B (v7 — a) + $5, (ew —a) P, (@ — a)f, 
_ % @—a) 
(@ — a)? 


wo auch 4S, (ec — a) eine gewihnliche Potenzreihe von «— a 
darstellt; d.h. Q verhilt sich in der Umgebung yon «=a 
ebenfalls wie eine rationale Funktion und besitzt daselbst 
einen Pol zweiter Ordnung. 

Wenn also die Integrale der Differential- 
gleichung (1) im Punkte e—a nicht unbestimmt 
sind, so hat diese Differentialgleichung in der Um- 
gebung von «—a die Form: 


(B) du Ys, (e—a) du 3, (era oir 


da? | L——6 ae een (ea | 
Es entsteht nun die umgekehrte Frage, ob die Form (B) 
der Differentialgleichung auch umgekehrt die Eigenschaft 
der Integrale, im Punkte a nicht unbestimmt zu sein, nach 
sich zieht. Die Antwort auf diese Frage wird bejahend 
ausfallen, bedarf aber etwas weitgehender Untersuchungen, 
denen wir uns jetzt zuzuwenden haben. 


23. Formale Bestimmung der Ausdriicke, die der 
Differentialgleichung genitigen.*) 


Wir bringen die Differentialgleichung (B) durch Multipli- 
kation mit («— a)? auf die Form 
ae 
(4) D(u) = (e@—a)? ss + («—a) %, (@ 
+ 3, (e—a)u=0, 
die man nach Herrn Frobenius die Normalform nennt. 


Die linke Seite der Differentialgleichung haben wir kurz 
mit D(u) bezeichnet; D ist hierbei als Operationssymbol 


*) Vergl. hierzu nebst Fuchs a, a. O. noch Frobenius, 
Crelles Journal Bd. 76, S. 216 ff, Bd. 80, S. 347 ff. und Heffter, 
Hinleitung in die Theorie der lin. Differentialgleichungen ( (1893) ; siehe 
auch Handbuch etc. Bd. J, S. 154 ff. 


86 III. Untersuchung singulirer Stellen. 


aufzufassen, und gehorcht als solches offenbar dem dis- 
tributiven Gesetze 


Du, —- Uy) = D Gor D (uM), 
ebenso ist fiir ein konstantes ¢ 
Dewy —e D(a). 
Wenn die Integrale von (4) in «=a nicht unbestimmt 


sind, so giebt es nach der in der vorigen Nummer (S. 83) 
gemachten Bemerkung jedenfalls auch ein in der Form 


(5) u = («# — ay & oe (2 — ak 


darstellbares Integral. Versuchen wir also zuniichst, ob die 
Differentialgleichung (4) durch einen Ausdruck von dieser 
Form befriedigt werden kann. 

Setzen wir die Reihe (5) in die linke Seite der 
Differentialgleichung (4) ein und operieren ganz formal so, 
als ob diese Reihe konvergent wire, so ergiebt sich: 

Dw) = D(z a, («@— al ¥*) = De, D(@— ay +*),. 

k=0 k=0 

Wir werden also veranlafst, den Ausdruck 

D ((@ — a)?) = (@ — a)’ 9 (ge — 1) (@ — ale? 
+ (@—a) B, (@—a). 9 (w— ay! 4 8, (@—a) . (@ — ay 
zu untersuchen, wo oe eine beliebige konstante Grifse be- 
deutet; man nennt diesen Ausdruck nach Herrn Frobenius 
die charakteristische Funktion der Differentialgleichung. 

Wir setzen diese in die Form 


(6) D(a") =(@— a f(a, 0) 


wo also 


F(%,9)=e@—) +B, @—4).0+ B (@—a) 
eine in der Umgebung von «=a holomorphe Funktion 
bedeutet; sei nach Potenzen von «—a entwickelt: 


7) Ae Q=TA@M—ay, 


so ist nach dem Taylorschen Satze: 


fo Q—=ee—V) eR, 0) +B, (0) 
f,@Q= eB,’ (0) 4- B,' (0), 
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Wir finden hiernach 
D(3q(e—ayt = Sq (e—art* 3 f,r+b (e—ay, 
k=0 k=0 AM) 


und indem wir, nach Potenzen von (w— a) ordnend, k +A» 
setzen und den ganzen Ausdruck mit Null vergleichen, 


(e@—ay 3 (@—a ty fr) +4 f+) 4.. 
+e, f, (r+»)} =0. 


Es mufs nun jeder einzelne Koeffizient dieser Reihe 
verschwinden, wenn die Reihe (5) der Differentialgleichung 
geniigen soll, d. h. 


8) ofPO+afi@tY+...tof e+) =0, 


(Pa Ua er sonal 
Fiir » = 0 ergiebt sich 
C to (r) = 0; 


¢, kann als von Null verschieden vorausgesetzt werden, da 
die Reihe (5) sonst nicht zum Exponenten 7, sondern zu 
einem héheren Exponenten gehéren wiirde; wir finden also 
zuvorderst, dafs der Exponent r eine Wurzel der 
Gleichung 


(Ono Ci 6 (0 1) 0 5, 0) 8. (0) == 0 


sein mufs. Im allgemeinen Falle wurde » durch die 
Fundamentalgleichung, abgesehen von additiven ganzen 
Zahlen bestimmt; hier bestimmt sich 7 vollkommen als Wurzel 
der Gleichung (9); man nennt diese Gleichung darum nach 
Herrn Fuchs die zu e—a gehorige determinierende 
Fundamentalgleichung. Es ist besonders bemerkens- 
wert, dafs diese Gleichung aus den Koeffizienten der 
Differentialgleichung direkt gebildet werden kann, was fiir 
die Fundamentalgleichung nicht der Fall war. 

Nachdem r als Wurzel der Gleichung (9) bestimmt ist, 
liefert die folgende Gleichung fiir »— 1 


VAM +4 foe+r)=?0 
das Verhiltnis von c, zu ¢,, also wenn ¢, willkiirlich 
angenommen wird, den Wert von ¢,, vorausgesetzt, dafs 
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fy) (r+ 1) nicht verschwindet. Gleichermafsen liefert die 
Gleichung fiir » = 2 


fea her+t+)+4 fy + 2)=0 
den Wert von c, u.s. w.; allgemein erhalten wir aus den 
Gleichungen (8) jedes c, ausgedriickt durch 


Coy Capel HCy 21) 


diese Gleichungen stellen also eine Rekursionsformel 
fiir die Koeffizienten der Reihe (5) dar. Eine Schwierigkeit 
kann nur dadurch eintreten, dafs fiir ein gewisses » 


fo r+ =0 
wird. Um dieser vorliufig aus dem Wege zu gehen, wihlen 
wir 7 als diejenige Wurzel der determinierenden Fundamental- 
gleichung, deren realer Teil nicht kleiner ist, als der der 
anderen Wurzel; dann ist offenbar fiir jedes positive v 


Jo + #9, 
die suecessive Berechnung der c, also stets moglich. 

Zum Beweise der Existenz eines Integrals, das in der 
Umgebung von «—a die Form (5) besitzt, ist nun nichts 
weiter erforderlich, wie der Nachweis, dafs die mit den aus 
der Rekursionsformel (8) berechneten Koeffizienten ¢, ge- 
bildete Reihe in einer gewissen Umgebung des Punktes a 
konvergiert. Herr Fuchs liefert den analogen Beweis fiir 
eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung, durch An- 
wendung des calcul des limites; wir folgen der einfachen 
Darstellung des Herrn Kneser.*) 


24. Kanonische Form. Konvergenzbeweis. 


Wir transformieren zuniichst die Differentialgleichung (1) 


du du 
sig: C=), 


da? 
indem wir 
u=Av 


*) Mathematische Annalen Bd. 47, S. 408. 
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setzen, wo A eine noch zu bestimmende Funktion von « 
bedeutet. Da 
du 


ae ee +i’ 2, 


du 


~=hov+2ivl Lily 


ist, finden wir fiir v die ebenfalls lineare homogene 
Differentialgleichung 


dx 


dv 7 dv A" A 
os ing 
dx? +(2 fei P) dex | ey TP +Q)e=o. 
Wir wiahlen nun 4, so, dafs der Koeffizient von ae 
verschwindet, ; 
er ae M 1 
rate P= 0, ys ee te iG 2 


also ergiebt saa indem man integriert und von den 
Logarithmen zu den Numeris tibergeht, 


a Pd 
(10) eee 
Dann ist: 
i 1 ie agra ae beet 
Big) aS pe ae 
und die Differentialgleichung fiir 
1 {| Pd 
(11) eee 


lautet demnach: 
d2v 


1 | ore 
(12) ae (2 5 4 fe) a 


da 


man nennt diese Gleichung die kanonische Form der 
Differentialgleichung (1). Die angewandte Transformation 
erinnert an die sogenannte Tschirnhausensche ‘Trans- 
formation der Algebra. 

Wenn die Differentialgleichung (1) in der Umgebung 
yon «=a von der Form (B) ist, also 


1, a Wee eS fe & — a) 


2—a Wear ’ 


P= 
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so ist der Koeffizient von (12) in der Form 


1 | ayer ¥ (a —a) 
O P' | EP Namen AN See 
tS a 4 (2 — a)? 


darstellbar, wo 93 (2 —«) eine in einer gewissen Umgebung 
von «—a konvergente gewodhnliche Potenzreihe bedeutet. 
Die Normalform von (12) lautet also 


(18) A@)=@—a S54 P@—a).v=0, 


dieselbe unterscheidet sich yon (4) (S. 85) nur dadurch, dafs 
die dort auftretende Reihe 93, (7 —a) hier identisch gleich 
Null ist. 


Versuchen wir der Differentialgleichung durch eine Reihe 


(14) vi== (2 —a) y yy (#— a)’, (yo 0) 


y=0 

zu geniigen. Die charakteristische Funktion lautet 
A ((e — a) = (e— a)? @(@—1) + B@—a), 
also wenn 
Cia) So (2 — a)F, 

k=0 

ist, 
A ((@ — a)°) = (a — a)® [o (0 — 1) + a + a, («— a) 
+ a, (#—a)?-+....], 

wir finden demnach als determinierende Fundamentalgleichung 

(15) e(e—1)+a,=—0 
und fiir die zur Bestimmung der y, dienende Rekursions- 
formel 

(16) % GM Site. + W—-1% 

+ vv [6+ (+ ¥—1) + a] =0. 

Bedeutet s diejenige Wurzel der Gleichung (15), deren 
realer Teil nicht kleiner ist, als der der anderen, so ist 
fiir jedes positive » 

(6+ )(6+y—1)+0,40, 


die Bestimmung der Reihe (14) also ohne Schwierigkeit 
moglich. 
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Wir beweisen nun, dafs die so determinierte Reihe in 
einer gewissen Umgebung von «=a konvergiert. 
Sei 
eg) 
(17) = (i, (w — a 
k=0 
eine in der Umgebung von «a konvergente Reihe mit 


realen positiven Koeffizienten, von der Beschaffenheit, dafs 


s Ory, (@ — ay? — 


k=0 


x Br (x fain a)’, (w@ —- a) 
0 


> iim 


die Bestimmung der Reihe (17 
der Nr. 8 stets méglich. 


Da 
(e-++>)(@+»—1) +a, #0 
ist, so kénnen wir die positive ganze Zahl k stets so be- 
stimmen, dafs fiir » >k 


s+) (6+y—N+a,|>1 
ist. Aus der Rekursionsformel (16) ergiebt sich nun 
|v [[@+% @+r7—)+e, | 
=|% w+ Gps: ay 9 4 Oy , 
also fiir » >k 
(18) 7 |<] %0 My 1 —1 Fee My —-1G |. 
Denken wir-uns y, beliebig (von Null verschieden) ge- 


wihlt und dann aus (16) die 7,, 7,,... 7 berechnet; seien 
dann 0,, 0,,... 0% positive Gréfsen von der Beschaffenheit, dafs 


05 = | %o |; On Seay sees Oy > | Vx ) 
und werde fiir » > 
yi) Tey eR 


gesetzt. Die so definierten 6,4 1, 0,42,---- sind offenbar 
positiv, und da nach (18) 


eee cece tee | Ye Oy |; 
Opry iy Gk ie | On ey, 


andererseits aber 


SY 


ist nach den Erérterungen 


Bi >= | a2 |, CSO on 00) 
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so folgt: 
| Yes 1 | "09 Peed = Oy Be.» On 8; 
<= Ox +1: 
Ebenso folgt weiter, dafs jedes 
ly | <9, 
ist, fiir » >>. Wir haben also 
x Vy (@ — a)” << by 0, (2 — a)’, (a — a) 
v=0 v=0 


und es handelt sich nur noch um den Nachweis, dafs die Reihe 


2s 0, (a — a)” 
v= 0 
in einer gewissen Umgebung von «=a konvergiert. 
Setzen wir zu dem Ende: 
(19). 6-0; 80, 8 ee 
C0, 1,2 co) 
so bestimmen sich die 
Dre =O, Opt nce On 
aus diesen Gleichungen, und mit Riicksicht auf die Definition 
der 0, ist 
b= 0 rk 
Der Quotient: 
b, + 6, (ea) +...+ b; (a — alk 
1 — p, (ec — a) — B, (« — a)? —.... ad inf.’ 
dessen Nenner eine in der Umgebung von w = a konvergente 


Potenzreihe ist, ist in der Umgebung von «—a offenbar 
holomorph, also in der Form 


(20) « +86 (e@—a)+<e6, (w—a)?+.... 
darstellbar. Fir die Koeffizienten dieser jedenfalls kon- 
vergenten Reihe finden wir aus der Gleichung 


b, + 6, (a—a)+...+ b,(«— aft 
=[1— 8, (Drea ero kee fe [& - & (CaO ici al 
zundichst mit Riicksicht auf (19) 


0 & ==) Noe &, == On, 
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und da fiir »>k 
€) —), & —1=— fg & —2 —»... — fe = 0 
ist, auch 
Sf OF: (v=k+1, k+2,....) 
Die Reihe (20) ist also mit der Reihe 


33 0, (a — a)” 
y=0 


identisch, die Konvergenz der letzteren somit festgestellt 
und auf diese Weise auch die Konvergenz der Reihe (14) 
erwiesen. 

Die Differentialgleichung (13) besitzt also in der That 
ein zum Exponenten s gehdriges Integral von der Form (14), 
wenn wir nun dieses mit 


27 al Pde 


multiplizieren, so erhalten wir ein Integral der urspriing- 
lichen Differentialgleichung (1) oder (B). In der Umgebung 
VOU 2 == .@: Ist: 


it om |e Re ae ae 
—} fren sf ee da 


= — 58, (0)-log(@—a +4 44,@—a+..-. 


—1/Pdx — 4: (0) 
é / = (4 — a) : [t +4, (e—a-+...], 
dies mit (14) multipliziert, giebt also das Integral 
8-44: (0) 
u=(e—<a) ots (@—a)+..1] [ty +, (2) +..4} 


von (B), welehes in der That die Form (5) (S. 86) besitzt. 
Der Exponent 
as $ %, (0) 


mufs der determinierenden Fundamentalgleichung (9) (S. 87) 
gentigen, er ist folglich gemifs der fiir s getroffenen Wahl, 
mit 7 identisch, und damit ist also der verlangte Konvergenz- 
beweis fiir die Reihe (5) geliefert. 
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25. Aufstellung des zum singuliren Punkte ge- 
hérigen kanonischen Fundamentalsystems. 


Seien 7,,7, die beiden Wurzeln der zu «=a gehorigen 
determinierenden Fundamentalgleichung (9) (S. 87), und mége 
r, diejenige bedeuten, deren realer Teil nicht kleiner ist als 
der von 7,, dann haben wir also ein zu 7, als Exponenten 
gehériges Integral 

ao 
U, = (a — a) & & (@ — a) 
k=0 
der Differentialgleichung (B), worin ¢, eine beliebige von 
Null verschiedene Konstante bedeutet und die iibrigen c;, 
aus der Rekursionsformel (8) fiir 7 7, in eindeutiger Weise 
zu berechnen sind. 

Wenn wir in den Erérterungen der Nummern 23, 24 
fiir » die andere Wurzel der Gleichung (9) nehmen, so 
wiirden dieselben unverindert bestehen bleiben, wenn der 


Ausdruck 
ib (7, + ¥) 


fiir kein positives ganzzahliges » verschwindet. Nun kann 


aber 
to % + 9) =9 
nur dann bestehen, wenn 


oe) +9= "1 
die Schwierigkeit, dafs f, (7, +) verschwindet, wird also 
dann und nur dann eintreten, wenn die Differenz 7,—r, 
der Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleichung eine positive ganze Zahl ist. 

Schliefsen wir diesen Fall vorlaéufig aus und 
fiigen demselben auch noch den Fall hinzu, wo die beiden 
Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung einander 
gleich sind, so finden wir also entsprechend der Wahl rr, 
das zum Exponenten 7, gehdérige Integral 


ie) 
Uy == (a — a)? BG (w — a), 
k=0 


wo ¢, willkiirlich aber von Null verschieden ist und die 
tibrigen ¢, durch die Rekursionsformel (8) fiir rr, ge- 
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liefert werden. Da r,—~r, weder eine ganze Zahl noch 
Null ist, kann der Quotient 


2 =— 
. = G, (a — a)* 
fey de —_— (v — a)" id = ed ere ia 
ua 2 Cy (@ — a) 
k=0 


nicht konstant sein; w,,, bilden also ein Fundamentalsystem, 
und damit ist gezeigt, dafs 

1) die simtlichen Integrale der Differentialgleichung (B) 
im Punkte «=a nicht unbestimmt sind, und dafs 

2) in diesem Falle die Elemente des zu z—a ge- 
hérigen kanonischen Fundamentalsystems durch elementare 
Rechnungsoperationen aus den Koeffizienten der Differential- 
gleichung hergestellt werden kénnen. 

Die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung 
stehen hiernach, wenn ihre Differenz weder Null noch eine 
ganze Zahl ist, mit den Wurzeln w,, w, der zu «=a ge- 
horigen Fundamentalgleichung in der Beziehung 


log w, Pipi log w, 


Ve Aa ae 21% 


7 


5 ar ’ 
und wir sehen zugleich den Grund, weshalb der Fall, wo 
die Differenz der Wurzeln 7,,7, eine ganze Zahl oder Null 
ist, Schwierigkeiten bereitet; in diesem Falle wire niimlich 
Opals, 

so, dafs es allgemein zu reden ein Fundamentalsystem von 
der Form u,,u, gar nicht giibe, indem das eine der 
kanonischen Integrale einen Logarithmus enthalten kann. 
Wir wenden uns jetzt zur Erledigung dieses bisher aus- 
geschlossenen Falles. 

Wir schicken die Behandlung eines einfachen und 
interessanten Spezialfalles voraus.*) 

Wenn in (B) die Reihe 93, (e — a) kein konstantes Glied 
enthilt und 3S, (#— a) mit (#— a)? beginnt, d. h. wenn 


¥, (0) = 9, , (0) = 0, $B," (0) =0 
ist, so sind die Koeffizienten dieser Differentialgleichung in 
der Umgebung von =a holomorph. Also ist auch das 


*) Vergl. Heffter, Hinleitung etc. S. 32. 
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allgemeine Integral holomorph, wir wollen nun zusehen, in 
welcher Form sich die Darstellung desselben in der Um- 
gebung von w—a ergiebt. 
Die determinierende Fundamentalgleichung (9) hat jetzt 
die Gestalt 
e(eo—1)=9, 
die Differenz ihrer Wurzeln 0,1 ist also eine ganze Zahl, 


d. h. wir haben unseren Ausnahmefall. Gleichwohl tritt 
hier keine Schwierigkeit auf, denn 


ii (0) =e $B,’ (0) A $B," (0) 
reduziert sich fiir ge —0O auf Null, so dafs die Rekursions- 
formel (8) fiir » 0 sowohl bei » =O als auch bei y= 1 
keine Bestimmung der ¢,c, ergiebt, dagegen fiir » > 1, die 
C,, ,+.- durch die willktirlich gewahlten c,, ¢, eindeutig 
determiniert. Die Entwickelung (5) lautet also in diesem Falle 


u=c, +e, (e—a)+¢ (@—a)?+.... ad inf, 


wo die ¢,¢, willkiirliche Konstanten bedeuten, sie 
stellt also das allgemeine Integral in der Umgebung der 
Stelle «a dar. Um ein partikulares Integral zu deter- 
minieren, hat man iiber ¢,,c, zu disponieren, d. h. man hat 
fiir «—a die Werte 


Cy eee C, =lim $= 
vorzuschreiben. Fiir eine Stelle, in deren Umgebung 
die Koeffizienten der Differentialgleichung (1) (S. 81) 
holomorph sind, wird also ein partikulares Integral 
bestimmt, indem man seinen eigenen Wert und den 
Wert seiner ersten Ableitung in diesem Punkte 
willkiirlich festsetazt. ¥ 

Dies befindet sich in Ubereinstimmung mit den all- 
gemeinen Ergebnissen der Nr. 4 (8. 14). 

Wir wenden uns nun zu dem Falle, wo allgemein die 
Differenz der Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleichung gleich Null oder einer ganzen Zahl ist. Wenn 7, 
die am Anfang dieser Nummer festgelegte Bedeutung behiilt, 
so mége also 


ens ae, 
eine positive ganze Zahl oder Null sein. 
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Machen wir mit dem zum Exponenten 7, gehérigen 
Integrale 


ive) 
U, = (« — a) Lc, (@ — a) 
k=0 


in der Differentialgleichung (B) die Substitution 
(21) uu, fode, 


so geniigt v der linearen Differentialgleichung erster Ordnung 
(vergl. Nr. 22, S. 838, Gl. (8)) 


ates saci 11) — 0, 


1 "Gf 


die wir, da in der Umgebung von z=—a 


ape ay pei a ¢ en al 


Uu SG——— AB) 


ist, in der Form 


ender nf piven & +e, (# a) +...}=0, 


(fi ———(0F 


oa a 
oder endlich, da nach (9) 
r, +7, = — (FB, (0) — 1) 


ist, in der Form 
d 
(22) s+ a 2 + ¢, +, ( (@—a)+....}=0 


schreiben kénnen. Aus den Ergebnissen der Nr. 16 (S. 62) 
folgt, dafs das Integral dieser Differentialgleichung fiir 
«== nicht unbestimmt ist und zum Exponenten 


oth ety Ta) 
gehort; in der That finden wir auch unmittelbar, indem wir 
die Gleichung (22) integrieren, 
v= (e@—a)-O Fn (y+ 7, (@— 4) +--+), oO), 


und wenn wir jetzt dies in (21) einsetzen, ergiebt sich ein 
zweites Integral von (B) in der Form: 


Up =, { (a —a)—Gtn—”) Yyty@—a+...jdze 
Beachten wir nun, dafs r, —,r, gleich der nicht nega- 
Schlesinger, Differentialgleichungen, 7 
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tiven ganzen Zahl g sein sollte, so folgt bei Ausfiihrung 
des mit u, multiplizierten Integrals: 


y= [Pe @— a) Op. + BE @ ays 


+ yy log (@— a) +1, +1 (e—a)+....}, 


und wenn wir fiir w, seine Entwickelung einsetzen und be- 
achten, dafs 


Fi ad eee 
ist, finden wir fiir «, eine Darstellung von der Form 
Uy == (w — a) {By (w — a) + 7y ¥; (w — a) log (@ — a}, 
wo ®,(@—a), W,(@—a) gewohnliche Potenzreihen von 
«—a bedeuten, und die Konstante y, jedenfalls von Null 
verschieden ist, wenn g= 0 ist; dagegen kann y, fiir ein 
wesentlich positives g verschwinden (ein Beispiel hierfiir 


war der oben behandelte Fall, wo die Koeffizienten von (B) 
in der Umgebung von «=a holomorph sind); der Ausdruck 


(e— ay ¥, (@—a), 


der den Faktor von log («— a) bildet, unterscheidet sich 
von w, nur durch einen konstanten Faktor. Wir sehen, 
dafs auch in dem Falle eines ganzzahligen Wertes von 
r,—r, die Grofsen 


Ame SARS a 
GEES, e2 Zire 


die Wurzeln der zu «—a gehorigen Fundamentalgleichung 
sind. Das Ergebnis der in dem laufenden Kapitel bisher 
durehgefiihrten Untersuchung fassen wir wie folgt zusammen: 

Wenn die Koeffizienten der Differentialgleichung (1) in 
der Umgebung der Stelle «a eindeutig sind, so ist die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafs die 
Integrale dieser Differentialgleichung im Punkte a nicht un- 
bestimmt seien, die, dafs die Differentialgleichung in der 
Umgebung von «=a die Form (B) habe. In diesem Falle 
lassen sich die Exponenten, zu denen die Elemente des 
kanonischen Fundamentalsystems gehiren, ebenso wie die 
Koeffizienten der Entwickelungen dieser Elemente in der 
Umgebung von «—a aus den Koeffizienten der Differential- 
gleichung durch elementare Rechnungsoperationen bestimmen. 
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Dasjenige Integral, welches zu derjenigen Wurzel der deter- 
minierenden Fundamentalgleichung gehdért, deren realer Teil 
nicht kleiner ist, als der der anderen, ist stets in Reihen- 
form darstellbar, das zu der anderen Wurzel gehirige 
Integral kann, wenn die Differenz der Wurzeln der deter- 
minierenden Fundamentalgleichung eine ganze Zahl ist, einen 
Logarithmus enthalten, es enthalt diesen Logarithmus un- 
bedingt, wenn die beiden Wurzéln der determinierenden 
Fundamentalgleichung zusammenfallen. 

Dadurch ist das Verhalten der Integrale einer linearen 
homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung in der 
Umgebung einer singularen Stelle, die kein Punkt der Un- 
bestimmtheit fiir die Integrale ist, in vollkommen be- 
friedigender Weise festgestellt. 


26. Riceatische Differentialgleichung.*) 


Wir itibertragen nunmehr die gefundenen Resultate auf 
die Riccatische Gleichung. 

Machen wir in der Differentialgleichung (B) die Sub- 
stitution 


y 
1 ee 
(23) ae Ea eae ee reas 


dx , ae ) 
so ergiebt sich 
du y Re 
: = é ; 
da “—a 
ee pea seeteete® ey y | fama 
da?  \(@— a)? a2—a dz (a — a)? : 


und somit fiir y die Riccatische Differentialgleichung 


(24) eae y+, @—4) —lyt ts (@— a) 


dx “—a 


*) Vergl. fiir diese und die folgende Nummer: Fuchs, Berliner 
Sitzungsberichte 1885, S. 279ff.; Briot et Bouquet, Journal de 
VEcole Polyt. Cah. 36, S. 161ff.; Poincaré, ebenda, Cah, 45, S. 13ff.; 
Koenigsberger, Lehrbuch etc., S. 373 ff. 

7T* 
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Bedeuten u,, vu, irgend ein Fundamentalsystem von (B), 
¥1) Yo Willktirliche Konstanten, so ist: 


a) d log (7, U4 + Ys Ue) 


dx 


11 Uy! Ya Uy" 
11 Uy + Ve Ue 
das allgemeine Integral von (24). Der Punkt «=a ist 
also auch fiir die Integrale der Riccatischen 
Gleichung (24) kein Punkt der Unbestimmtheit. 
Die Form (24) ordnet sich dem Falle unter, wo in 

einer Differentialgleichung 

d 

da HL) 


die Funktion / (7,7) unabhingig von y unendlich wird, 
wahrend ihr reziproker Wert im allgemeinen holomorph bleibt, 
ein Fall, der in den allgemeinen Betrachtungen des ersten 
Kapitels ausgeschlossen worden war. Wir kénnen nunmehr 
die Beschaffenheit der Integrale von (24) in der Umgebung 
von «=a vollkommen angeben. 

Seien w,,u, die beiden Elemente des zu w—a ge- 
hérigen kanonischen Fundamentalsystems, wie sie in den 
vorhergehenden Nummern aufgestellt worden sind. Dann 
ist, falls beide Integrale in Reihenform darstellbar 
sind, das allgemeine Integral y von (24) in der Umgebung 
von «=a in der Form 


(2— a)\>®—1 yw, +e.(@—a)i—1y, 
(@— arg, be. — ang, 
_ Ye +e@—ar—” yp, 

P, + ¢(@— aja —" gy, 
darstellbar, Wo ,, P., W,, W. gewohnliche Potenzreihen von 
“z—a sind, die fiir «= a nicht verschwinden, und 
an 
V2 


die willkiirliche Konstante bedeutet. Das allgemeine Integral 
ist also in der Umgebung von « =a nach positiven ganzen 
Potenzen von «—a und 


y=(@ ea) 


y= @— a4) 


C= 


(@—ajin7" 
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entwickelbar. Besonders bemerkenswert sind die beiden 
Integrale 


d log u, d log u 
y= (@— A) — Et, y, = — a) EB, 


die in der Umgebung von «=a die Form 


y, =", +40, (@—a)+ 0, (a—a)?+...., 
Yo =" + & (e—a) + & (@—a)’?-+.... 
haben, also daselbst holomorph sind und in e—a be- 
ziehungsweise die Werte 7,, 7, annehmen 
Fiir die Wertepaare = Cpr MN a= OC 7 
fallt in der Entwickelung des Zihlers der rechten Seite der 
Gleichung (24) nach Potenzen von 


2—da, y—vr, beziehungsweise 2 — a, y—7, 


das konstante Glied weg, da ja 7,,7, die Wurzeln der 
Gleichung (9) 


ee—)+H#, Oet+ f 0) =0 


*. ad ° Ld 
sind; der Differentialquotient = erscheint also fiir diese 
Wertepaare in der unbestimmten Form 

0 
Te 


ein Fall, der bei den allgemeinen Untersuchungen des ersten 
Kapitels ebenfalls ausgeschlossen war. Wir sehen hier zu- 
gleich ein Beispiel fiir die in der Nr. 9 (S. 35) erwihnte 
Moelichkeit, dals ein gewisses Integral, welches fiir «—z 
den Wert yy annimmt, in der Umgebung von «=z 
holomorph bleiben kann, obwohl fiir dieses Wertesystem der 


dy . ; : 
Differentialquotient = in unbestimmter Form erscheint. 


Wenn die Entwickelung des Integrals uv, in der Um- 
gebung von «=a einen Logarithmus enthilt, so ist 
SY em eet 
Null oder eine positive ganze Zahl; in diesem Falle lautet 
die Darstellung des allgemeinen Integrals in der Umgebung 
Vou 7.2 
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= (U0 
IO OD aay G, FEO? [p, + log (@—<) 
_ tthe (e—a) log (@—a) +6 (e@—a) w, 
Pz + W, log (w—a) +e(x7—a) gp, 
WO Di, Wy, Por Woy Ya» Xo gewohnliche Potenzreihen von 
(2 —a) bedeuten, von denen g,, w, fiir «—a von Null 
verschiedene Werte haben, wiahrend x,, x, und @, wW, fiir 


z—a nicht gleichzeitig verschwinden. In diesem Falle ist 
also y nach positiven ganzen Potenzen von 


? 


xz —a, log (a —a) 


entwickelbar. Dem Integrale u, entsprechend, giebt es ein 
in der Umgebung von « =a holomorphes Integral 


r, +0, (e—a)-+ 0, (e—a)?+....,, 


welches fiir «=a den Wert 7, annimmt. 

Fassen wir den Fall, wo r,—v, keine ganze Zahl 
oder Null ist, als den allgemeinen etwas naher ins Auge. 
Setzen wir 


d log u, 
y=@—g 2 = 


(24a) o—a= = y—r =, 

wo A eine der Zahlen 1, 2 bedeutet; dann ist in der Um- 
gebung von §=—0, n=—0 
y* + [B, (@—a)—1] y+ 8 (@— a) =— «f— Bn —[E, m],, 
woselbst : 

— a= B,'(0)72 + B,' 0 

Spal oealiyes iia Se =") 
ist und [§, 7], die Gesamtheit der Glieder zweiter und héherer 
Dimension in §, 7 bedeutet. Die Differentialgleichung 


d 
@3) Ear =e8+8nt Sa 


besitzt demnach ein und nur ein in der Umgebung von 
§ = 0 holomorphes Integral 


™ =0,5-+ 06,6 -+.... 


welches fiir §—0 verschwindet. Die Voraussetzung, dafs 


¢. (ea) 1 y, +(@—a)" 9 * [4 +H -(2@—4) log (e—a)| 


? 
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r,—yr, weder gleich Null noch gleich einer ganzen Zahl 
sei, bedingt fiir 6, dafs diese Gréfse keine ganze Zahl sein 
kann. Wenn # eine negative ganze Zahl oder Null ist, 
so giebt es, wie wir gesehen haben, noch immer ein in der 
Umgebung yon «=a holomorphes Integral der Differential- 
gleichung (24), welches fiir «—a den Wert r,; annimmt, 
denn dann ist 7; eben diejenige Wurzel der determinierenden 
Fundamentalgleichung (9), deren realer Teil nicht kleiner 
ist wie der der anderen Wurzel. Ist # keine positive 
ganze Zahl und der reale Teil von # positiv, so ist das 
allgemeine Integral von (25) nach positiven ganzen Potenzen 
yon § und &? entwickelbar. Wir haben also den Satz: 
Die Differentialgleichung (25), die aus (24) 
durch die Substitution (24a) hervorgegangen ist, 
besitzt, wenn # keine positive ganze Zahl ist, ein 
und nur ein mit § zugleich verschwindendes und 
in der Umgebung von §—0 holomorphes Integral. 


27. Verallgemeinerung auf eine beliebige 
Differentialgleichung erster Ordnung. 


Der besondere Charakter der Differentialgleichung (25) 
als Riccatischer Gleichung giebt sich darin kund, dafs das 
Agreggat [§, 7], nur die erste und zweite Potenz von 7 
enthalten kann. Der am Schlufs der vorigen Nummer aus- 
gesprochene Satz gilt aber unabhangig von diesem Um- 
stande, d. h. 

Wenn in der Differentialgleichung (25) die 
rechte Seite eine beliebige in der Umgebung von 
E—0, n=0 konvergente gewohnliche Potenzreihe 
ohne konstantes Glied bedeutet, worin der Koeffi- 
zient @ der ersten Potenz von y keine positive 
ganze Zahl ist, so besitzt diese Differential- 
gleichung ein und nur ein mit § gleichzeitig ver- 
schwindendes und in der Umgebung von §=—0 
holomorphes Integral. 

Der Beweis dieses von Briot und Bouquet her- 
riihrenden Satzes ist diufserst einfach. 
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Setzen wir nimlich 


m= 58 +6, 8+4.... 
in die Differentialgleichung (25) ein, so ergiebt sich 


S kd — ak +e E 6, e+ [E, Eb, F,. 
a | k=1 k=1 


Die Vergleichung der Koeffizienten der gleichhohen 
Potenzen von & auf beiden Seiten dieser Gleichung liefert 
ftirsk == 1 
a 


0; == 0 | 6.0, Ora sat 


und allgemein 
k 0, = B Ox + Px (O, 05, sien Ox — 1), 
wo g, eine ganze rationale Funktion der 0,, 0,,... 0,1 


bedeutet, deren Koeffizienten sich aus a, 6 und den Koeffi- 


zienten von [&, 7], ganz und rational zusammensetzen. 
Die Rekursionsformel 


6, Pt On ay oe Oey) (cant, Olea Jo = 0) 
avai 
liefert stets endliche bestimmte Werte fiir die 0,, da zufolge 
unserer Voraussetzung ? keine positive ganze Zahl, also 


k— B#0 
ist. Um die Konvergenz der so formal hergestellten und die 


Differentialgleichung (25) befriedigenden Reihe zu erweisen, 
vergleichen wir die 0, mit den durch die Rekursionsformel 


nye By + Pu (Ys, Yoo ++ Yk—-1) (K=1,2...45 yo = 0) 
definierten Gréfsen +,. 

Diese y;, sind, wie man sofort tibersieht, nichts anderes 
als die Koeffizienten der nach positiven ganzen Potenzen 
von § fortschreitenden Entwickelung derjenigen Lisung der 
Gleichung 


(26) nz—=aé+ Bz-+ [6, 2], 
die fiir §—0O verschwindet. Nach einem Satze der 
Funktionentheorie (dem sogenannten Satze von der 
impliciten Funktion) besitzt nimlich eine Gleichung von 


der Form 
% &, z) as 0, 


27. Differentialgleichung erster Ordnung. 105 


wo $(¢,z) eine in der Umgebung von §—0, z=0 kon- 
vergente gewohnliche Potenzreihe bedeutet, die kein konstantes 
Glied enthalt, stets eine und nur eine Lisung z, die in der 
Umgebung von §=—0 holomorph ist und fiir €—0 ver- 
schwindet, vorausgesetzt, dafs der Koeffizient der ersten 
Potenz von 2 in .3(6,2), d:- h. 


_ oe, 2) 
aD ea 02 
= 0 


einen von Null verschiedenen Wert hat. Um diese Lésung 
herzustellen, hat man nur ¢ in der Umgebung von &—0 
nach dem Taylorschen Satze zu entwickeln und die Koeffi- 
zienten, d. h. die Werte der successiven Ableitungen von z 
nach & fiir §—0, <0 aus der Gleichung 


Bb (§, z)=0 
mu berechnen; diese Reehnung stifst nie auf eine Schwierig- 
keit, da im Nenner immer nur Potenzen der Grifse (27) 
auftreten. Die Konvergenz der so gewonnenen Reihe kann 
man mit Hiilfe des calcul des limites beweisen. 

Also konvergiert die Reihe 
x vn 5 

emg | 

in der Umgebung von § — 0 jedenfalls, wenn 


n—BFO 
ist. 

Wenn nun der reale Teil von # negativ ist, nehmen 
wir n=-1; ist dagegen der reale Teil von £ positiv, so 
wihlen wir » als diejenige bestimmte positive ganze Zahl, 
fiir welche der reale Teil von » — # dem absoluten Betrage 
nach kleiner als 


bo] 


ist. Sei @ in seinen realen und imaginiren Bestandteil zerlegt 


p= 8, + Be %} 
dann ist fiir ein positives ganzzabliges 4, 


[nt 4—BP=m@—f)? +24 (n—B)+ M+ EB, 
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also da 


4>1, ees 
ist, 
V+ 2A(n— B,) > 9, 
und folglich 
|n+A4—B|>|n— 6. (A= 4, 2,-..) 
Wir haben also fiir k2n 


| Ox | A pr (9;; 025 Ses Ox —1) 
p 
d. h. | 0,|<<|y.|, und somit ist die Konvergenz der Reihe 
ieee Ds 0, §* 
k=>=1 


erwiesen. Es eriibrigt noch den Beweis der Unitit zu liefern. 

Nehmen wir an, die Differentialgleichung (25) besifse 
noch ein zweites fiir §—0O verschwindendes und in der 
Umgebung von § = 0 AoheaeEnl se Integral 


(Ae a dS; & é oe 
[pant | 
dann folgt fiir die Differenz 
1, —C=2 
aus 


d , 
5 as =aS+ 8m, + [§, m]e, 
dt = m 
Ear —eb+ et +E Ch 
die Differentialgleichyng 


dz 


fem eet sty P+.) 


Nun lafst sich z in der Umgebung von «—a jedenfalls in 


der Form 
ee ea ee 


darstellen, wo m eine positive ganze Zahl m > 1 bedeutet; 
dies in die Differentialg eleichung fiir z eingesetzt, giebt 


m Cy, 5™ + (at =| 1) Cy ee Pe. a Ce ee 


Ur 
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es miifste folglich 
40, 

d. h. @ eine positive ganze Zahl sein, wider die Voraussetzung. 

Wie Herr Poincaré gezeigt hat, gilt fiir die allgemeine 
Differentialgleichung (25) auch der Satz, dafs ihr allgemeines 
Integral in der Umgebung von § —0 nach positiven ganzen 
Potenzen von § und & entwickelt werden kann, wenn £ 
keine positive ganze Zahl und der reale Teil von f positiv 
ist; wir geben hier den Beweis dieses Satzes nicht wieder, 
da es uns nur darauf ankam, zu zeigen, wie die Methoden, 
die fiir die Untersuchung des Verhaltens der Integrale der 
Riccatischen Differentialgleichung in der Umgebung der 
singularen Stellen entwickelt worden sind, auf die Unter- 
suchung der Integrale beliebiger Differentialgleichungen 
erster Ordnung in der Umgebung der festen singuliiren 
Stellen iibertragen werden kénnen. Wihrend aber, wie wir 
im folgenden zeigen werden, fiir die Riccatische Gleichung 
aus dem Verhalten der Integrale in der Umgebung der 
(festen) singuliren Stellen, auf deren Verlauf in der ganzen 
Ebene der unabhingigen Variabeln geschlossen werden kann, 
ist dies fiir die allgemeine Differentialgleichung erster Ord- 
nung mit beweglichen Verzweigungspunkten nicht in derselben 
Weise méglich. 


28. Der unendlich ferne Punkt. Die Fuchssche 
Klasse linearer Differentialgleichungen. 


Wir wenden uns zur Untersuchung der linearen homo- 
genen Differentialgleichung zweiter Ordnung zuriick, und 
wollen zunichst die Form der Koeffizienten der Differential- 
gleichung (1) 


d2u du 


dx? ee) dx poe ire 


in der Umgebung des Punktes «=o festzustellen suchen, 
unter der Voraussetzung, dafs diese Koeffizienten daselbst 
eindeutig sind, und dafs die Integrale fiir —o nicht un- 
bestimmt werden. 
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Machen wir zu dem Ende die Substitution 


il 
Ep Ses) 
S 
dann ist 
du as d2u ae e449 pts 
Gea) OSA mea | aera ima caw 


die Differentialgleichung mit der unabhiangigen Variabeln § 
lautet demnach 
a u 


oo t+ [apr e(2)]e4e2)a=n 


und es “tio nun a Koeffizienten dieser Differentialgleichung 
in der Umgebung von § —0 eindeutig. Damit die Integrale 
in € =O nicht unbestimmt werden, ist nach den Ergebnissen 
der Nummern 22—25 notwendig und hinreichend, dafs in 
der Umgebung von § = 0 


Pes sole 


sei, wo 3, (), #, ( (§) gewohnliche Potenzreihen von & be- 
deuten. Setzen wir 


2— 8H) =, ©, 
so lautet also die Form der Koeffizienten P(x), Q(x) in 
der Umgebung von «=o 


(29) P(«)= = B, Fe) Q(2) = S } (ey 


wo ‘8,, $8, gewéhnliche Potenzreihen von «—! sind. Diese 
Form ist also notwendig und hinreichend dafiir, dafs die 
Integrale von (1) im Punkte «= o nicht unbestimmt werden. 

Die determinierende Fundamentalgleichung der Diffe- 
rentialgleichung (28) fiir § = 0 lautet 


e(o—1)+e[2—F, 0] + B, 0) =9, 
e(e+1)—F, 0)e +8, 0) =9, 


dieselbe gilt auch als determinierende Fundamentalgleichung 
von (1) fiir «co; ihre Wurzeln geben die Exponenten 
(von «~1), zu denen die Elemente des kanonischen Funda- 
mentalsystems fiir «oo gehéren. 


oder 
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Wir wollen nun, thnlich wie in der Nr. 16, fiir die 
lineare Differentialgleichung erster Ordnung den Fall be- 
trachten, wo die Integrale der Differentialgleichung (1) 
tiberhaupt keinen Punkt der Unbestimmtheit be- 
sitzen. 

Seien P(x), Q(x) allenthalben eindeutige Funk- 
tionen yon w. Dann miissen P(x), Q(x) in der Umgebung 
jedes im endlichen ao singuliren Punktes die Form 


eee (eo _ (« — a) 
P (2) = OE: eee 2) Q (a (e— a)? ) 
in der Umgebung ae cane fernen Punktes die Form (29) 
haben. Daraus folgt (vergl. den analogen Schlufs in der 
Nr. 16), dafs P(x), Q(z) rationale Funktionen von « sein 
miissen, und dafs die im endlichen gelegenen singuliren 
Punkte (deren Anzahl o natiirlicherweise eine endliche ist) 
(0,,-+-.-% Pole erster Ordnung yon (2) und Pole 
zweiter. Ordnung von Q(z) sind. Aus der fiir =o 
geltenden Form (29) ergiebt sich ferner, dafs der Ziahler 
von P(x) héchstens vom Grade o—1, der Zihler von Q(z) 
héchstens vom Grade 2 0— 2 sein mufs; wir erhalten also 
fiir die Koeffizienten von (1) die Form 


g (x h(a 
(30) P(z) = eae a Q (a) = ee 
IT (@ — ay) IT (« — ay)? 
b= 1 k=) 
WO 4,,4,,...4, samtlich von einander verschieden, g(z), 


h(«) ganze rationale Funktionen, die erste vom héchstens 
(o —1) ten, die zweite vom hochstens (2 o— 2) ten Grade sind. 

Von einer Differentialgleichung (1), deren Koeffizienten 
rationale Funktionen von der Form (30) sind, oder was 
dasselbe heifst, deren Integrale keinen Punkt der Un- 
bestimmtheit besitzen, sagen wir, dafs sie zur Fuchsschen 
Klasse gehire. Diese Klasse von linearer Differential- 
gleichung wurde zuerst von Herrn Fuchs in seiner im 
66. Bande des Crelleschen Journals veréffentlichten grund- 
legenden Abhandlung charakterisiert und hat seitdem den 
Gegenstand der Untersuchungen von Herrn Fuchs selbst 
und zahlreicher anderer Mathematiker gebildet. Die durch 
diese Untersuchungen begriindeten Methoden haben zahl- 
reiche wichtige Eigenschaften der Liésungen von Differential- 
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gleichungen der Fuchsschen Klasse enthiillt, wir werden 
im folgenden einige derselben an dem Falle der Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung und an einigen speziellen Fallen 
solcher Differentialgleichungen darlegen. 

Wir beginnen mit der Aufstellung einer Beziehung, die 
zwischen den Wurzeln der zu allen singuliren Punkten der 
Differentialgleichung 


d? u g(@) du 
5u=0 
wade’ pa” 
ap (a) == (@ — ai) (@ — aa)... . (& — Go), 
gehérigen determinierenden Fundamentalgleichungen besteht. 
Um die zu dem Punkte « = a gehirige determinierende 
Fundamentalgleichung aufzustellen, setzen wir die Differential- 
gleichung (31) in der Umgebung von «=a in die Form 
(B) (S. 85), wir schreiben also 
d? wu i: g (#) du 
eal L— Oy En oe eee 
| 


1 h(a) 5 boi! 
Kae! pen Vea 


indem offenbar 


(31) h(a) 


d x? 


g(@) Ae) 
ol 

v(@) wien — 
in der Umgebung von «=a, holomorphe Funktionen sind. 
Wir haben dann die Werte dieser holomorphen Funktionen 
fiir «—«, m bestimmen (entsprechend den Gréfsen $f, (0), 
3, (0) in der Nr. 23); dieselben ergeben sich sofort in der 
Form 


Ci ae a), 


Hat 2, eae ee 

= va a = 24) 
Bon yp he) ide rie 

— wel (a)? wl! (ax)? 


Die der Gleichung (9) (S. 87) entsprechende Gleichung 
lautet demnach 
g (4x) | h (a%) 


| —, 
Ce aia ia 
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und wenn wir ihre Wurzeln durch Tk1)%%2 bezeichnen, ist 
39 _ 9 (&%) 
(32) Tei + Ke Ua) +1. 
Wir bringen ferner die Koeffizienten von (31) in der 
Umgebung von «=o auf die Form (29) 


Jie) A gle) bh) 1 8th) 
Wi) & a Wa)’ WP @ www)? 
und setzen 
pee a ene es OM) oe 8 
Em Bae Ue) AE GA OOS pal 


dann lautet die zu woo gehirige determinierende Funda- 


mentalgleichung 
o(e+1)—ee+e=0. 
Bezeichnen wir ihre Wurzeln durch 7,,,7~., 80 ist also 
(38) toy tleog = a—l. 
Nun ist in Partialbriiche zerlegt: 
On Cae 


We) ear W' (an) & — ay’ 


und folglich 
-  g(#) ss g(a) 
==, lina, a te 
(NO mm 
addieren wir also die Gleichungen (32) fiir k—1,2,...06 
zu (33), so kommt 


eae Pea nl fc +r. =o—l, 
a 


und dies ist die gedachte Beziehung, die man als die 
Fuchsseche Relation zu bezeichnen pflegt. 


29. Cauchysche Differentialgleichung. Differential- 
gleichung mit konstanten Koeffizienten. 


Der einfachste Fall der Differentialgleichung der 
Fuchsschen Klasse ergiebt sich, wenn wir die Anzahl der 
im endlichen gelegenen singulairen Punkte o=1 wiahlen. 
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In diesem Falle sind g(z), h(z) Konstanten, die Differential- 
gleichung hat also die Form 
d? u du 


aor t4-@—a) 5-4 Bu=0, 


wo A, B Konstanten bedeuten. Man nennt eine solche 
Differentialgleichung eine Cauchysche.*) Bilden wir die 
charakteristische Funktion (Nr. 23, S. 86) 


(34) D(x — a)’)= (@— al’ [e(e—1)+ 40+] 


und bezeichnen die Wurzeln der zu «=a gehirigen deter- 
minierenden Fundamentalgleichung 


Jie) — 00-1) Ae bw 


mit 7,,7,, so erkennt man sofort, dafs 


(33) D(u)=(«—a)? 


u, == (e¢— a)", u, = (e«— a)” 


die Differentialgleichung befriedigen und, falls 7, #7, ist 
ein Fundamentalsystem bilden. 

Wenn 7, —7, ist, so finden wir ein zweites Integral, 
welches mit 


? 


U, = (@ — a)” 


ein Fundamentalsystem bildet, auf folgende Weise. In diesem 
Falle ist fiir gv, auch die Ableitung von f,(e) nach @ 


fo (1) = 9, 
differentiieren wir also die Identitat (84) nach oe, wobei wir, 


da o von # unabhiingig ist, linker Hand unter dem Zeichen D 
differentiieren kénnen, 


D ((@ — a)8 log (@ — a)) 
= (« — aff log (w— a). fy (9) + @— a fy’ Q), 
und setzen hierin g —7,, so ergiebt sich, dafs 
U, == (« — a)" log (2 — a) 
ebenfalls ein Integral ist. Es tritt also in Ubereinstimmung 


mit der allgemeinen Theorie im Falle 7,7, in dem 
zweiten Integrale ein Logarithmus auf. 


1 


*) Cauchy, Exercices d’Analyse I, S. 262, vergl. Fuchs, Crelles 
Journal, Bd. 66, 8. 159. 
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Eine interessante Differentialgleichung ergiebt sich, 
wenn wir (33) durch die Substitution 


z= log («— a), re—a>—@ 
z als unabhingige Variable einfiihren. Es ist 
du du Pui (du ) 


—22 


< 


) 


are date Wai dz 
die transformierte Differentialgleichung lautet also nach 
Unterdriickung des Faktors abs 
= 
id Jd eines —+Bu=0, 


sie besitzt also eee a a ee 
Wenn 7, #7, ist, haben wir das Fundamentalsystem 


%, = (#4 — a) = e7*, u, = («# — a)? = e"*?, 


und wenn 7, —~7, ist, das Fundamentalsystem 
U, =e", u, = (a# — a)” log (@ — a) = 2 ef. 
Fiir die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten, 
? d?u du 
(35) ae ie 
wo a, b beliebige Konstante sind, ergiebt sich also die 
folgende Regel.*) Man bilde die Gleichung 
tag tr=0, 
die man die charakteristische Gleichung nennt; besitzt 
dieselbe zwei verschiedene Wurzeln r,,7,, so lautet das 
allgemeine Integral von (85) 
U == ¢, e%* + 6, e'*, 
sind die beiden Wurzeln einander gleich, so lautet es 
== €, 614 S- ¢, 21, 
Wo ¢,, ¢, Willkiirliche Konstante bedeuten. 
iiheoretisch interessant ist die Bemerkung, dafs die 


Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, wie ihre 
Form sofort verrit, nicht zur Fuchsschen Klasse gehort; 


*) D’Alembert, Mémoires de l’Académie de Berlin 1748, 8. 283; 
Euler, Institutiones calculi integralis IL (1827), S. 317 ff. 


Schlesinger, Differentialgleichungen. 8 
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in der That ist auch «—oo ein Punkt der Unbestimmtheit 
fiir die Integrale. 

Differentialgleichongen von der Form (35) kommen 
haufig in den Anwendungen vor. Wenn man zum Beispiel 
die Bewegung eines einfachen mathematischen Pendels fiir 
unendlich kleine Amplituden studiert, so ist in der Differential- 
gleichung (16) der Nr. 5 die Gréfse g unendlich klein, also 


Sin ~ = 
zu setzen, die Differentialgleichung lautet also unter dieser 
Annahme: 


LY g 

dineae alee 
sie ist demnach linear homogen und hat konstante Koeffi- 
zienten. Ihre charakteristische Gleichung 


e+5=0 


hat die beiden von einander verschiedenen Wurzeln 


V g V 
Teer “ay oN geste 2 4, 
tiy/ 4 ad ae 
e he aiee U 


ein Fundamentalsystem. Statt dessen kann man auch das 
in realer Form erscheinende Fundamentalsystem 


sin t 4, cos t lV 4 


nehmen. Man hat also das allgemeine Integral 


p=o,sintV 4 +c, cost 4, 


und das partikulare Integral, welches fiir t — 0 verschwindet 
und dessen Ableitung fiir t= 0 gleich v, ist, lautet: 


vee V 
o=y V4 sin 4. 


also bilden 
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30. Formulierung des Integrationsproblems fiir 
eine Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse. 


Auf Grund der in den Nummern 23—25 entwickelten 
Methoden sind wir imstande, fiir jeden der im Endlichen 
gelegenen singuliren Punkte 

ay a 


perio e 


und fiir den unendlich fernen Punkt «— oo ein kanonisches 
Fundamentalsystem der Differentialgleichung (31) (S. 110) 
der Fuchsschen Klasse herzustellen. 

Seien u1, U2 die Elemente des zu 2 = ay, Uy1, Wa. die 
Elemente des zu x = gehdérigen kanonischen Fundamental- 
systems, dann kennen wir die Entwickelungen dieser Integrale 
in der Umgebung der betreffenden singuliiren Stellen, sei: 


4 —— (a—a,) ** Pri (2—ay), le 
Upe = (€—Ay)"™*? Pye (@—ay) + 04 Uy 1 log (w—ay), 


Tol 
ao fe —(2)" vn) 
a2 if 
Un2= ea) P w2 i) + Om Uw log “2? 


wo also xi, Pro gewohnliche Potenzreihen von 2 — aq, 
Poi, Pog ebensolche Reihen von x—!, o,, @,, Konstanten be- 
deuten, die jedenfalls gleich Null sind, falls sich die Wurzeln 
der betreffenden determinierenden Fundamentalgleichung 
nicht um eine ganze Zahl unterscheiden. 

Betrachten wir nun noch einen Punkt «=a, in dessen 
Umgebung die Koeffizienten der Differentialgleichung (31) 
holomorph sind; wir bestimmen zwei Integrale wu,, wu, in 
der Umgebung von «=a durch ihre Anfangsbedingungen 
(vergl. Nr. 25, S. 96), 


Pg oD) 


: du, 
fitrye =a sel u, = ¢,;5 de 18 
(fe Bae ny ae 
Zier eas ax invea2. 


dann bilden w,, u, ein Fundamentalsystem, wenn 


Cin Cpa == %r2 Cay FO 
ge 
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ist. Unter dieser Voraussetzung ist nimlich die Determinante 


jedenfalls nicht identisch gleich Null, da sie ja fiir «=a 
einen von Null verschiedenen Wert besitzt. In der Um- 
gebung von «—a gelten die Entwickelungen 


U, = Y, (*& — 4), 
Uy = Py (w — 4) 
WO ,, 9, gewohnliche Potenzreihen von «— a bedeuten. 
Wir denken uns nun diese Potenzreihen analytisch fort- 
gesetzt; dann gentigen die beiden aus ¢,, 7, entspringenden 
monogenen Funktionen in ihrem ganzen Existenzbereiche 
der Differentialgleichung (31), da die Koeffizienten dieser 
Gleichung rationale, also allenthalben  eindeutige 
Funktionen von » sind. Es folgt dies unmittelbar aus dem 
allgemeinen Satze der Nr. 9 (8S. 32), wonach die in der 
Umgebung von «—a bestehende Gleichung 


d? py, (4 — a) g(x) dg, («@—a) h («) 
da? | W (x) da | w (a)? 
(k = 1, 2) 
fiir jede Reihe bestehen bleibt, die aus g,(#— a) durch 
analytische Fortsetzung innerhalb eines Bereiches, wo die 
Koeffizienten der linken Seite eindeutig sind, hervorgeht. 
Wir bezeichnen die aus ¢,, ~, entspringenden monogenen 
Funktionen auch durch u,, u,. Dieselben bilden offenbar 
ein Fundamentalsystem, da u,,u, in der Umgebung von 
«=a ein solches konstituieren, und sind in der Umgebung 
jedes «-Wertes «=, der von 


IL 


(px (w— a) 


Gy dgneey Cg, OO 


1? 


verschieden ist, holomorph. Die Reihe, welche eine dieser 
Funktionen in der Umgebung eines solechen Punktes «= x, 
darstellt, konvergiert folglich, nach den Prinzipien der 
Funktionentheorie, jedenfalls innerhalb eines um 2, als 
Mittelpunkt beschriebenen Kreises, der bis zu dem 
nachstgelegenen der Punkte a,,4,,...a, heran- 
reicht. Insbesondere gilt dies also auch fiir die Reihen 


Ps, Pe- 
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Denken wir uns die Punkte a,, a,,...a, aus der x-Ebene 
durch unendlich kleine sie umgebende Kurven ausgeschlossen 
und die Begrenzung dieser Kurven mit dem unendlich 
fernen Punkte durch Querschnitte /,, (,,...¢, verbunden, 
dann sind die Funktionen u,, «u, innerhalb der so entstehen- 
den einfach zusammenhiingenden Fliche 7 eindeutig und 
endlich. Um den analytischen Charakter dieser Funktionen 
vollstindig zu erkennen, miissen wir nur noch feststellen, 
wie sich dieselben verhalten, wenn « einen oder mehrere 
der Querschnitte l,, 4)... , tiberschreitet. 

Wir sagen, ein Weg iiberschreitet den Querschnitt /, 
im positiven Sinne, wenn der Ubergang in derjenigen 
Richtung erfolgt, die der Bewegung eines im Punkte a 
befestigt gedachten Uhrzeigers entgegengesetzt ist. Analytisch 
kann also dieser Sinn dadurch definiert werden, dafs das 
Argument von «—a, in diesem Sinne wiachst, oder dafs 
sich log (« — a,) bei Uberschreitung von 4, in diesem Sinne 
um 277 vermehrt. 

Denken wir uns nun w,,u, auf einem innerhalb T 
verlaufenden Wege bis in die Umgebung des Punktes a 
fortgesetzt, d. h. bis in den Bereich, innerhalb dessen die 
in der Darstellung von wm, v2 auftretenden Reihen 91, Pre 
konvergiert, dann besteht zwischen den beiden Fundamental- 
systemen (w,,%,), (Ux1, M2) ein Gleichungssystem von der Form 

| Uy = ot Uk 1 + en Uk 25 

\a ih = ay? Un, + of Uk 25 
wo die a, a), a, af Konstanten bedeuten, deren Deter- 
minante 


(37) 


a) oS) — of ) ods? set) 

ist. Um diese Konstanten eindeutig festzulegen, ist es 
notig, die durch die Entwickelung (36) mehrdeutig definierten 
Integrale 1,1, u%2 noch niher zu bestimmen. Wir setzen zu 
dem Ende fest, dafs den mehrdeutigen Potenzen und 
Logarithmen innerhalb der Flache 7 ihre Hauptwerte 
beigelegt werden mégen (vergl. S. 39). 

Aus den Gleichungen (87)- kénnen wir die Reihen 
Qui, Pro ausrechnen; wir erhalten dieselben dargestellt durch 
u,, U, und durch die jetzt innerhalb 7 eindeutig festgelegten 


(@ — ay) eee (@ — ay) *?, log (a — ay); 
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betrachten wir in diesen Ausdriicken der x1, Pro die uv,, u% 
als die innerhalb 7’ eindeutigen monogenen Funktionen, so 
liefern dieselben aufserhalb des Konvergenzbezirks der 
Reihen x1, Pre, die aus diesen Reihen durch analytische 
Fortsetzung innerhalb 7’ entstehenden Funktionszweige. Wir 
erkennen hieraus, dafs diese Funktionszweige ebenso wie 
die u,, vu, selbst ftir alle w-Werte, die von 


Gay Aas 2s Cay O 


verschieden sind, eindeutig endlich und stetig bleiben. Hieraus 
folgt aber, dafs die Reihen qx, go innerhalb eines 
Kreises konvergent sind, der um a als Mittelpunkt 
beschrieben ist und bis zu dem nachsten der von 
a, verschiedenen singuliren Punkte heranreicht. 
In gleicher Weise erkennt man, dafs die Reihen @.a1, Poe 
aufserhalb eines um #0 als Centrum beschriebenen 
Kreises konvergieren, der die simtlichen im Endlichen ge- 
legenen singuliiren Punkte in sich schliefst oder auf seiner 
Peripherie enthalt. Zu bemerken ist jedoch, dafs hierdurch 
immer nur ein Kreis festgestellt ist, innerhalb dessen die 
betreffenden Reihen in allen Fiillen konvergieren, unter 
Umstinden kann es sich jedoch ereignen, dafs ihre Konvergenz 
iiber jene so fixierten Kreise hinausreicht, wir werden spater 
Beispiele hierfiir kennen lernen. Auch bedarf die Frage 
der Konvergenz beziehungsweise Divergenz jener Reihen in 
Punkten, die der Peripherie jener Kreise angehéren, jedes 
mal einer besonderen Untersuchung.*) 

Die Gleichungen (87) gestatten uns ferner, das Ver- 
halten der u,, uv, beim Uberschreiten des Querschnittes 4, 
anzugeben. 

Zunichst verwandeln sich wj,\, w%2, wenn « den Quer- 
schnitt 4, im positiven Sinne iiberschreitet in 


a 2nir 

Upeae.  . 

= 2nir o 27%9r. 
ipge us ie, 27et.€ "hates, 


wobei zu bemerken ist, dafs im Falle, wo o einen von Null 
verschiedenen Wert hat 


Q@nir 222i Tp< 
e ve k2 


(38) 


*) Vergl, hierfiir besonders Thomé, Crelles Journal, Bd. 100; 
oder auch Handbuch, I S. 228. 
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sein mufs. Daraus folgt (vergl. Nr. 20, S. 76, 77), dafs die 
u,, Uv, beim Uberschreiten des Querschnittes , eine Substitution 
erleiden, die aus der durch die Gleichungen (38) dar- 
gestellten Substitution durch Transformation mit der durch 
die Gleichungen (37) dargestellten Substitution hervorgeht; 
wir bezeichnen diese Substitution mit: 


k) olk k) _(k 
he | i af? al) 


(k) o(k) (k) _(k 
‘a as? ee 


(39) ada Thy : 0 —1 
k) (k : 
Oa, Gs 


k k) 
fi : oe) 


Dnt Cty entire eat tke 
und nennen sie die zu a, gehdrige Fundamental- 
substitution von (w,, u,). 

Denken wir uns die Bezeichnung der singuliiren Punkte 
4, 4g,-+. 4, 80 gewihlt, dafs ein geschlossener Weg, der 
alle diese Punkte im Sinne eines in «= 0 befestigt ge- 
dachten Uhrzeigers umlauft, der Reihe nach die Querschnitte 
L,4,,...4 und zwar jeden derselben im negativen (dem 
positiven entgegengesetzten) Sinne tiberschreitet. Dieser 
Weg kommt dann einem positiven Umlaufe um « = ~ gleich, 
auf diesem Wege fortgesetzt verwandeln sich also w.1, vo. in 


ig se sy, 
tee PP neo, onie” "= u,,, 
und wenn 
(40) ieee aaa 
Ug ae Uo + Oe U w 2) 


ist, so verwandeln sich w,,u, auf demselben Wege in 
Ausdriicke, die aus w,,u, durch Anwendung der linearen 
Substitution 


i Bi?) ie” 
( ) (@) (a) 
Por 22 
al?) off) ( etro1 0 Gay ange | 
oe | A”) oS | |2uia, "= eee | eee eS 
hervorgehen. 


Nun erfahren offenbar die (w,, u,.) die der Substitution 
(39) inverse Substitution, wenn « den Querschnitt 4, im 
negativen Sinne tiberschreitet; iiberschreitet x also der Reihe 
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nach die Querschnitte J,,/,,.../, im negativen Sinne, so 
haben wir auf (u,, u,) erst die Substitution 


(1) g() 

| Bit Bie 

1) 9) 

Bar Bas 

anzuwenden, dann in diesen linearen Funktionen von w,, w,, 


an Stelle von u,,u,. die aus w,,u, durch Anwendung der 
Substitution 


melt 


) 


Sil 


(2) p(2) 
21 P22 


at a8 


hervorgehenden Ausdriicke zu setzen u. s. w. bis zur letzten, 
o-ten Substitution. Die Ausdriicke, die wir so erhalten, 
miissen dann dieselben wie die sein, welche aus w,, uw, 
durch Anwendung der Substitution (41) hervorgehen; wir 
haben also die symbolische Gleichung 


\ 1) ee 2 DN ( ivy 

(4g) [P62 AD) _ (882 aR) —+ (a eay—) a z 
— 1 8 Rss E 
WGP Wao Res pS? Bie 


die eigentlich vier Gleichungen reprisentiert (je eine fiir 
jedes 

ee (2, k= 1; 2)) 
von denen aber nur drei unabhingig sind, indem nimlich 
die Gleichung, welche ausdriickt, dafs die Determinante der 
Substitution (41) mit dem Produkte der Determinanten der 
inversen Substitutionen (389) (fiir = 1,2,...0) tibereinstimmt 
die Form hat: 


2ni ( 55 (rk1 + rk2) + roi +12) 
é k=1 —] 


also zufolge der Fuchsschen Relation eine Identitiit darstellt. 

Denken wir uns, um die Vorstellung zu fixieren, es sei 
der Punkt «=a, in dessen Umgebung das Fundamental- 
system u,,u, urspriinglich definiert worden war, etwa inner- 
halb des Konvergenzbezirks der Reihen wai, vo. gelegen. 
Dann kénnen wir also in den Gleichungen (40) fiir « den 
Wert a einsetzen und erhalten auf diese Weise zwei Gleich- 
ungen fiir die vier Gréfsen @\7), oS, oS, aS. Differenti- 
ieren wir die Gleichungen (40) nach w und setzen in die 
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so entstehenden Gleichungen abermals «—a, so erhalten 
wir zwei weitere Gleichungen fiir jene vier Grofsen. Aus 
den so gewonnenen vier Gleichungen kénnen die vier 
Koeffizienten der Gleichungen (40) stets berechnet werden, da 
die Determinante 
Onien dita 
re ae dx 


als Determinante eines Fundamentalsystems in dem nicht 
singuliren Punkte «= a stets einen von Null verschiedenen 
Wert besitzt. Damit ist dann auch die Substitution (41), 
die einem positiven Umlaufe um «= o entspricht, bekannt. 

Um die zu den Punkten a, gehérigen Fundamental- 
substitutionen der (w,,v,) zu finden, miifste man auch die 
Koeffizienten der Gleichungen (37) fiir k= 1, 2,...o kennen. 
Man gelangt zu diesen durch das folgende Verfahren. Denken 
wir uns die durch die Formeln (36) definierten Integrale 
Uni) Uke) Uo1y Vee Aurch analytische Fortsetzung innerhalb T 
zu Funktionszweigen erweitert, die dann saimtlich in 7’ ein- 
deutig und endlich sind und die Differentialgleichung be- 
friedigen. (Man hat sich die analytische Fortsetzung dieser 
Integrale einfach so vorzustellen, dafs die Reihen 1, Gro, 
Poi, Po2 analytisch fortgesetzt werden.) Wir bezeichnen 
diese Funktionszweige durch dieselben Buchstaben wie die 
entsprechenden in (86) definierten Gréfsen, aus denen sie 
hervorgegangen sind. Innerhalb 7’ haben wir dann o-+ 1 
Fundamentalsysteme, von denen jedes mit jedem anderen 
durch eine lineare Substitution verkniipft ist. Man nennt diese 
Ubergangssubstitutionen,*) da sie den Ubergang ver- 
mitteln zwischen den zu zwei verschiedenen singuliren Punkten 
gehérigen kanonischen Fundamentalsystemen. Die Her- 
stellung der Ubergangssubstitution zwischen zwei kanonischen 
Fundamentalsystemen ist tiufserst einfach, wenn die Kon- 
vergenzkreise der diese Fundamentalsysteme urspriinglich 
definierenden Entwickelungen (36) einen gemeinsamen Bereich 
besitzen. Man hat dann nur einen Punkt dieses gemein- 
samen Bereichs zu nehmen, fiir diesen die Werte der mit 
einander in Beziehung zu setzenden Integrale und deren 
erster Ableitungen zu berechnen, und erhilt dann (abnlich 


*) Fuchs, Crelles Journal Bd. 75. 
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wie oben fiir die a Se aise, of”), af’ a vier Gleichungen fiir 
die vier Koeffizienten der gesuchten Ubergangssubstitution. 
Falls ein solcher gemeinsamer Konvergenzbezirk nicht vor- 
handen ist, hilft man sich durch Vermittelung eines dritten 
Fundamentalsystems, eventuell durch Zwischenschaltung ge- 
wisser nicht singulirer Punkte. Ein allgemeines Verfahren 
fiir die Herstellung dieser Ubergangssubstitutionen hat Herr 
Fuchs*) angegeben. 

Denken wir uns nun die o-Ubergangssubstitutionen, die 

Uo1,Uog durch die simtlichen 

Uni, Uz (G4), Zo 0G) 
darstellen, berechnet, so finden wir durch einfache Elimination 
VOD U1, Uo: aus den bekannten Gleichungen (40) die ge- 
suchten Darstellungen (37) von u,,u, durch die u%;, v2, und 
damit die o-Fundamentalsubstitutionen (39). 

Die Kenntnis dieser letzteren liefert aber volle Einsicht 
in das analytische Verhalten der monogenen Funktionen 
U4) UM, indem es gestattet, die Wertinderungen anzugeben, 
die diese Funktionen bei Fortsetzung auf einem beliebigen 
Wege erfahren, wenn man nur weilfs, in welcher Reihenfolge 
und in welchem Sinne dieser Weg die einzelnen der Quer- 
schnitte /,, /,,...¢, tiberschreitet. Uberschreitet er z. B. erst 
zweimal /, im positiven, dann /, im negativen und dann J, 
im positiven Sinne, so haben wir auf die innerhalb 7 ein- 
deutig definierten (w,,,) erst zweimal hintereinander die 
Substitution (89) fiir s=-1, dann einmal die inverse Sub- 
stitution (89) fiir = 38, endlich einmal die Substitution (39) 
fiir k = 2 anzuwenden. 

Eine Erleichterung bei der Berechnung der Fundamental- 
substitutionen gewihrt die Relation (42) und dann der Um- 
stand, dafs man fiir jede der zu berechnenden Substitutionen (39) 
die Wurzeln der Fundamentalgleichung, niimlich 

emt net pte 


kennt. Die Summe Toe Wurzeln ist gleich 


ces Be. 
das Produkt derselben ist ti ine ee aad 
pr B se, 


3) iN iy (OE 
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Wir werden nun das Integrationsproblem in dem hier 
erlauterten Sinne fiir eine tufserst wichtige und interessante 
Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse zu_ loésen 
suchen, deren Charakterisierung wir uns jetzt zuwenden. 


31. Die Riemannsche Differentialgleichung. 


Nachst dem bereits erledigten Falle, wo die Anzahl der 
singularen Punkte o= 1 ist, haben wir als den einfachsten 
Fall einer Differentialgleichung der Fuchsschen Klasse den- 
jenigen anzuselen, wo diese Anzahl o—2 ist. Die Differential- 
gleichung lautet dann 

d?u ax+b du 
| 

oe dx? ' («—a,)(@—a,) da 

ca? + ex+f be ee 


| (—a,)? (@ — u,)? 


Spezielle Falle dieser Differentialgleichung haben seit 
Euler die hervorragendsten Mathematiker beschaftigt; einer 
Differentialgleichung, die aus (43) dadurch hervorgeht, dafs 
man fiir ~ die Gréfse 


(a1 F 42) 


1 
== a, — ~e (as She a1, aa) 


als neue unabhangige Variable einfiihrt, hat Riemann eine 
beriihmte und tiefsinnige Abhandlung gewidmet.*) Wir werden 
im folgenden die Resultate dieser Abhandlung fiir die 
Differentialgleichung (43), die wir die Riemannsche nennen 
wollen, herleiten, indem wir die in den vorhergehenden 
Nummern entwickelten Fuchsschen Methoden zur An- 
wendung bringen. 

Wir bezeichnen die Wurzeln der determinierenden 
Fundamentalgleichungen 


fiir den singularen Punkt a, mit 4,, “4, 


2 0 As, Mo, 
” ” ” ” CO As, M3. 


*) Werke (II. Auflage 1894) S. 67 ff. 
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Dann sind diese sechs Zahlen durch die Fuchssche Relation 
verkniipft, d. h. es ist, da o = 2, 


(44) Ay tty + Ae + Me + Ag + og = 1, 
also sind nur fiinf von diesen Gréfsen von einander unabhingig. 
Nun ist die Anzahl der in den ganzen rationalen Funktionen 


g (e) =ae-+8), 

h(e)=cx?+er+f 
auftretenden Koeffizienten ebenfalls gleich fiinf; es liegt also 
nahe, diese letzteren fiinf Gréfsen durch die von ihnen und 
den a,, a4, abhingenden Gréfsen 

Any Ly, (k = Aig 2, 3) 

darzustellen. Zu dem Ende beachten wir, dafs (Gleichung (32) 
on LUD) 


1—@,+4)= Cee 1 (ly + 4) = ES 
und 
di De cd Gs) oe eed ola 
(a — a,) (@ — a,) a,—G% &—a, a, —a, U«—a, 
ist; wir haben also zuniichst: 
aa+t b le, i el te 
CC £— a, L— te 


und damit a,b durch 4,, u,,4,, @ ausgedriickt. 
Ferner ist aber: 


h (a,) : a KG) 


Ait tee +, A, Uy = —— > 
it kelsea | (a, —a,)?’ 2 2 (a, — a,)?’ 
.. exttey 
Ae Moron aie ese peel cert eee 
c= “=O ae 


also folgt 
Ay My (4 — M%)” = Ay Mg 4° ea, +S, 
hy My (Gy — 41)” = hy My Ay” +e a, +f, 
und hieraus 
@= (Ay HM, — Ay My) (@, — 4%) — Ag Its (4, + 44), 
f= —Ag oy a,” — a, [(A, — Oy) (Ay My — Ag My) — (@, + My) Ay tg | 
ft Ay by (4, — ay). 
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Im Falle o = 2 sind also die in den Funktionen 9 («), 
h(a) enthaltenen Koeffizienten durch die Wurzeln der deter- 
minierenden Fundamentalgleichung ausdriickbar. Da die 
Differentialgleichung (43), wenn wir a,, a, als fest ansehen, 
durch die Koeffizienten von g(x) und /(z) bestimmt ist, 
kénnen wir statt dieser Koeffizienten die sechs Griéfsen 


(An, Ux), (k = 4, 2, 3) 
zwischen denen noch die Gleichung (44) besteht, als die Be- 
stimmungsstiicke der Riemannschen Differentialgleichung 
ansehen. Wir bezeichnen nun das allgemeine Integral wu der 
so bestimmten Differentialgleichung nach Riemann durch 


a, a, Cc 
= IEA I Ties 
Hi Merkts | 
und nennen dieses uw die Riemannsche P-Funktion mit 
den singuliren Punkten 


(2% + ux) =1 


(2s es 


und den Exponenten 
Ais by Ag, Hos Ags My. 

Die hier dargelegte Eigenschaft ist fiir die Riemann- 
sche Differentialgleichung charakteristisch. In der That 
ist fiir o> 2, die Anzahl der Koeffizienten von g(«) gleich o, 
die der Koeffizienten von h(x) gleich 26—1, so dafs g(a) 
und h(w) im ganzen 36 —1 Koeffizienten enthalten. Die 
Anzahl der Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleichungen ist 20+ 2, zwischen diesen besteht aber noch 
die Fuchssche Relation, so dafs nur 20-1 unabhingige 
bleiben. Die Anzahl der Konstanten, von denen die Differential- 
gleichung der Fuchsschen Klasse bei festen a,, a,,... a, 
abhingt, tibertrifft also die Anzahl der unabhingigen Wurzeln 
der determinierenden Fundamentalgleichungen um 

38o6—1—(20+ 1)=—o—2, 
d.h. wenn wir die Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleichungen willkiirlich geben (natiirlicherweise aber so, dals 
sie der Fuchsschen Relation geniigen), so bleiben in den 
Koeffizienten der Differentialgleichung noch o— 2 unbestimmte 
Parameter. Nur fiir o—2 ist die Anzahl dieser Parameter 
(die Herr Klein die accessorischen nennt) gleich Null. 
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32. Vereinfachung der Riemannschen 
Differentialgleichung. 


Ohne dadurch die Allgemeinheit wesentlich zu_be- 
schrinken, kénnen wir eine wesentliche Vereinfachung der 
Riemannschen Differentialgleichung Platz greifen lassen. 

Fiihren wir zuvérderst an Stelle von w eine neue unab- 
hingige Variable 


ein, dann entsteht eine Differentialgleichung mit den singu- 
laren Punkten 
OnE oe 

wihrend die Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleichungen (Exponenten) dieselben bleiben; u wird also in 
der Form 

ORL eice 

“u—=— P d, 7 Ag t 

agi keting Wied 
darstellbar sein, und die Differentialgleichung selbst kénnen 
wir auch sofort hinschreiben, wenn wir in den in der vorigen 
Nummer fiir die Koeffizienten aufgestellten Ausdriicken 


GO, Gata 
setzen und ¢ an die Stelle von x schreiben. Wir finden so: 
du 1—A,—4, 1— A, —u, |] du 
de [ aaa fot dt 

= Ag Mg t? + (Ag Mg me Hy — Ag Mg) t+ Ay My ety 
t? (¢— 1)? 
In diese Gleichung fiihren wir an Stelle von u die neue 
abhangige Variable 
Gat A(t — 1) ay 

ein. v geniigt wieder einer Riemannschen Differential- 
gleichung mit den singuliiren Punkten 0, 1, oc, aber die Ex- 


ponenten sind andere geworden. Durch den Faktor t~* 
verwandeln sich namlich die Exponenten 4,, u,, zu denen 
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das 0 entsprechende kanonische Fundamentalsystem von wu 
gehort, fiir die Differentialgleichung in v in 

A, —A, =0 und uw, —/, 

Gleichermafsen verwandelt der Faktor (¢—1)—* die 
Exponenten A,, “,, zu denen die Elemente des t=1 ent- 
sprechenden kanonischen u-Fundamentalsystems gehéren, 
fiir v in 

dg —4, =0 und uw, —A,. 

Endlich werden, da v in der Form 


1 A, +e il —he 
me Cm) 
t t 


geschrieben werden kann, die Exponenten A,, u, des t= co 
entsprechenden kanonischen w-Fundamentalsystems fiir v in 


dg Ay gy My Ay HE Ae 
verwandelt, so dafs sich v als Riemannsche P-Funktion 
in der Form 
0 1 co 
v=—P 0 0 dg ta, +A, t 
Hy Ay Ma Ay Ms Ay Ag 
darstellen lafst. Setzen wir nun 
dg Ay hg =H Mg Ay dg = 8 QS, 


HU, —A, = 7%, 


a+ 6+, +7, =1, 
und die Differentialgleichung fiir v lautet nach den Formeln 
der vorigen Nummer: 


d?v 1—7, ete opt Get 
es et) 
dt} +( a =a Oeape 51) aoe 
oder wenn wir auf gemeinsamen Nenner bringen und 


1—r,=a+8+",=/ 


so ist nach (44) 


setzen: 


2y d 
sa—) S24 [y— (e+ e+ ] —apv— 0. 
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Diese Differentialgleichung, die also im wesentlichen 
der Riemannschen Differentialgleichung gleichwertig ist, 
nennt man die Gaufssche Differentialgleichung. Sie 
ist durch Angabe der drei Gréfsen a, 8, y, die von einander 
unabhingig sind, vollkommen bestimmt und ihr allgemeines 
Integral ist als Riemannsche P-Funktion mit den singu- 
laren Punkten 0, 1, co und den Exponenten 


US ee US et OA 3 


darstellbar. An diese beriihmte Differentialgleichung kniipfen 
wir die nun folgenden Untersuchungen. 


Viertes Kapitel. 
Die Gaulssche Differentialgleichung. 


33. Aufstellung des kanonischen Fundamental- 
systems fiir den Nullpunkt. 


Wir schreiben die Gaufssche Differentialgleichung in 
der Form 


(1) @—2) S24 [y—@ +841) 2] —apuxo 
und ihr allgemeines Integral als Riemannsche P-Funktion 
0 1 00 
u=P 0 0 Cea i 


Vey Oa 8 


Zunichst werde das zu «=O gehorige kanonische 
Fundamentalsystem aufgestellt. 

Um die Differentialgleichung auf die Normalform zu 
bringen, haben wir die linke Seite mit 2 zu multiplizieren 
und mit 1—.« zu dividieren; das letztere aber wollen wir 
unterlassen, da sich dadurch die Rechnung komplizieren 
wiirde; wir setzen also 


d?u 
D(u) = 2° (1— 2) 


4efy—(e+64+1)2| 5" —apouxo, 


#chlesinger, Differentialgleichungen, 9 
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dann lautet die charakteristische Funktion 
D (a?) = a8 [1 — 2) 0 (e—1) 
+ e(y—(@+8-+1)2)— af 2]=2?f (2, Q). 

Durch das Belassen des Faktors (1—.z) haben wir 
erreicht, dafs f(z, 0) als ganze rationale Funktion von « 
erscheint; der Umstand, dafs hier im Gegensatze zur Nr. 23 
der Koeffizient von @ (@ —1) nicht gleich Eins ist, hat nur 
unwesentliche Modifikationen der in der gedachten Nummer 


entwickelten Formeln zur Folge. 
Ordnen wir f(z, @) nach Potenzen von « 


Fle) =Zfi(Q 
=c(e—1)-- ey 4-4 | 00 oat el) ae 


so ist 
U0) = ONO) tay @; 
A@O=—ee—)—ee+e+)—e8, 
FT, (0). == 0: (SP Sh ccc) 
Die determinierende Fundamentalgleichung lautet 
ClO Dayo 0} 
ihre beiden Wurzeln sind also, wie es sein mufs 
0, 1—y». 
Sei r eine dieser Wurzeln, dann lautet die Rekursions- 


formel fiir die Koeffizienten der der Differentialgleichung 
gentigenden Reihe 


3 Cy Aen CaO, 
y=0 
nach den Formeln der Nr. 23 und mit Riicksicht auf die 
gefundenen Ausdriicke fiir die /,(@) einfach 
yif,rty—D+efvr+ty=—0. @w=1,2,..,) 
Hieraus folgt 
2 opr) eee eee Dae 
eS ¢+ie+y—)FeLwy 
_@+e—14+e¢+r—14+9 
ee aa Fos ey) 9 


(2) Cy 
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also da 
Cy Cy Cy —1 c 


Co Dn YY Oem Co 


—rratr—1)(rtat+r—2)...(r-a)(rt+e+y—1)(r+e+r—2)...(r +8) 
ry) rfe—l)... +h e+yte—lo+y+r—d..- ty 

wo ¢, eine noch willkiirliche aber von Null verschiedene 
Konstante bedeutet. 

Wir setzen vorliufig voraus, dafs die Differenz der 
Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung also 
1 —y weder Null noch eine ganze Zahl sei. 

Nehmen wir dann zuviérderst r= 0 und wihlen ¢,—1, 
so ist 


Qa) 4 —2@r)---+ry—DPE+D...6+9—}) 
: fy Le Gea) ele 


das zum Exponenten 0 gehérige Integral lautet also in der 
Umgebung yon «= 0 


+5 a.B Ud Crt 0 (aa 9 ee 
Ton a opal ee eae Ne 


Man bezeichnet nach Gaufs diese Reihe durch 
F(a, 8, 7, 2) 
und nennt sie die Gaufssche oder hypergeometrische 
Reihe. Sie findet sich schon bei Euler und Pfaff u. z. 
als Lisung der Differentialgleichung (1); Gaufs hat sie in 
einer 1812 verdffentlichten Abhandlung*) losgelést von der 
Differentialgleichung untersucht, namentlich ihre Konvergenz 
gepriift und auch die Art ihrer Abhingigkeit von den a, (, y, 
die er das erste, zweite, dritte Element der Reihe nennt, in 
den Kreis seiner Betrachtungen gezogen. Nach Gauls hat 
sich Kummer**) mit der gedachten Reihe beschiaftigt, in- 
dem er die Differentialgleichung (1) zum Ausgangspunkte 
nahm, Auf die Differentialgleichung ist Gauls in einer 
erst aus seinem Nachlasse edierten Fortsetzung***) seiner 
erwihnten Abhandlung eingegangen. Von neueren Be- 


er eee 


*) Werke Bad. III, 8. 123 ff. 
**) Orelles Journal Bd. 15, 8S, 39 ff. 
***) Werke Bd. III, 8. 207. 


g® 
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arbeitungen der Gaufsschen Differentialgleichung sind aufser 
der bereits genannten Abhandlung Riemanns und der 
Fuchsschen Abhandlung im 66. Bande von Crelles Journal, 
wo die daselbst entwickelten Prinzipien der allgemeinen 
Theorie der linearen Differentialgleichungen auf die Diffe- 
rentialgleichung (1) als Beispiel angewandt werden, zu 
nennen eine ausfiihrliche Monographie von Herrn Goursat*) 
und die Darstellungen bei Camille Jordan,**) Picard,***) 
Koenigsberger,+) ferner sei auf Band I des ,Handbuchs 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen“ verwiesen, 
wo auch die einschligige Litteratur vollstindig angegeben ist. 

Um das zweite Element des zu «—0O_ gehorigen 
kanonischen Fundamentalsystems aufzustellen, nehmen wir 
r= 1—vy und wieder ¢,—1. Es ergiebt sich dann 


o Vt D(o-7 +2)... (e-7 +9) (8-7 + 1) (C—-7 +2). (8-7 +7) 
: (2—y)(1—y)...~+1—y) 1.2... J 
wir sehen, dafs dieser Ausdruck aus dem vorhin fiir r= 0 
gefundenen dadurch hervorgeht, dafs an Stelle von 


8) B, ”) 
Cyd, (ie Oe ae aay 
gesetzt wird. Das gesuchte zweite Element hat also in der 
Umgebung von «—0 die Form 


Ug et (Bae in dy 2 at), 


Wir wenden uns nun zur Erledigung der Ausnahme- 
falle, wo 1—~y gleich Null oder einer ganzen Zahl ist. 


34. Erledigung der Ausnahmefiille. 


Sei zuniichst 1 —y eine negative ganze Zahl 


Des Pare Pheu 
dann ist r=0 diejenige Wurzel der determinierenden 


*) Pariser Thése (1882), Annales de l’Ecole Normale, Serie II, 
Bd. 10, Suppl. 
**) Cours d’Analyse III, S. 220. 
***) Traité d’Analyse III, S. 291. 
+) Lehrbuch ete, S. 479. 
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Fundamentalgleichung, deren realer Teil grifser ist als der 
der anderen, so dafs also das zu r= 0 gehdrige Integral 
Uy, == F(a, B, y, 2) 
bestehen bleibt. Das zweite Integral wird allgemein zu 


reden einen Logarithmus enthalten, dieser kann aber auch 
fehlen. Nehmen wir in (2) 


r=1—y=—4g, 
so enthalt der Nenner von ¢, fiir y>g den verschwindenden 


Faktor r+ g; dieser Faktor hebt sich aber weg, wenn a 
oder # gleich einer der Zahlen 


| ey anaes 
ist. Das Integral u,, behalt also fiir 
1—y=—g, «,f=1,2,...9 


einen Sinn, wenn wir tibereinkommen, in jedem Koeffizienten 
der Reihe 

Pilg LB rl ka 9,8) 
in Zihler und Nenner die verschwindenden Terme weg- 
zulassen. Damit ist der Fall erledigt, wo fiir 1—y——g 
auch das zweite Integral von Logarithmen frei ist. 

Wir wenden uns nun zur Aufstellung des zweiten In- 
tegrals in dem Falle, wo g eine positive ganze Zahl oder 
Null ist und keine der Grofsen a, @ mit einer der Zahlen 
1, 2,...g iibereinstimmt.*) 

Die Gréfse c,, wie sie durch die Gleichung (2) gegeben 
ist, befriedigt die Rekursionsformel 

8) gifety—Y+af(rt)=0; @=1,2,..) 
wir nehmen vorliiufig c, willkiirlich und r unbestimmt, 
um dies heryortreten zu lassen, bezeichnen wir den Aus- 
druck (2) statt durch c, durch ¢,(r), und setzen die mit 
diesen Ausdriicken als Koeffizienten gebildete Reihe 

Sie Cae i (£, 7) 
y¥=0 


ganz formal in die linke Seite der Differentialgleichung ein: 


*) Vergl. Frobenius, Crelles Journal Bd. 76, S. 216 ff.; 
Heffter, Hinleitung etc. S. 227 ff; Goursat, a. a O. 
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D(u(e,)—Zes(0) Deer t=Lo, eth (r+) taf, +9] 


64 (7) fy O) E+" (es) fy 0+) 


a Cyaan) tice Mace) 


also ist, da zufolge der Gleichung (3) die Summe auf der 
rechten Seite verschwindet: 

(4) D (u (a, 7) = Cy (7) 2" fy (7). 

Wir wenden nun auf diese Identitiéit ein ihnliches Ver- 
fahren an, wie im Falle der Cauchyschen Differential- 
gleichung in der Nr. 29 auf die Gleichung (84) (S. 112), 
indem wir gleich bemerken, dafs die im folgenden rein 
formal auszufiihrenden Differentiations- und Substitutions- 
prozesse zu Ausdriicken fiihren werden, deren Konvergenz 
aus unseren allgemeinen Sitzen a posteriori folgt. 

Wir wihlen das noch willkiirliche c,(r) in folgender 
Weise: 
spel (+1) (r+2)...7+29) 

OF ae). Fe Fg— DOHA). HBF 9—D 


und setzen 


yy (n) = (rta)...#tatyvy—1)(r+8)...7+6+r—-1) 
(FI)... )6+9-D..e+9-) 


(es th ono) 


Yo (7) = 1, 
dann ist offenbar 


Cy 00) =Yoer() OO) =H(P+9) %H042.-,) 
und folglich: 


g ee) 
w (a ») 05 (0) a” By, (9) 0” + Sey (n) arty 
y=0 y=g+l1 


g Ce) 
=e (rat Ly, (re + Ly, (rt g)art+s, 
v¥=0 v=0 
Nun ist 
AM=re—Y+rr=—re+9), 
die rechte Seite der Identitiit (4) enthilt demnach, wenn 


wir fiir c)(r) den fixierten Ausdruck einsetzen, den Faktor 
(r+ g)*; es verschwindet folglich fiir »—W— g nicht nur 
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diese rechte Seite selbst, sondern auch ihre partielle Ab- 
leitung nach 7, d. h. es ist rein formal 


1p)| ssa may 


r=—g 
Nun ergiebt sich durch gliedweise Differentiation nach r 


PU) <u (w, 7) log e+ a er) By! (0) 2” 
r=0 


g C2) 
+ xt ¢,' (r) aN (r) a + ar See (rt g)avts, 
wo die Accente Ableitungen nach r bedeuten. Fiir r= — g, 


wofiir zufolze der getroffenen Dispositionen alles endlich 
bleibt, ist aber 


u(z,—g) = 2a (ge — ty = 3 ( (0) a” = F(a, B, Y; 2), 


setzen wir ae 

Fetal te Oat ee ya e | 
+37! 0) 2 =F, (8 n2) 

so folgt 


[2 1”) = F, (a, 8,7, 2%) + F(a, B, y, 2) log x, 
Tes 7 


und dies ist die explicite Form des zweiten Integrals u,,. 
Die Konvergenz der Reihe F’, (a, 6, 7,7) ist nach den all- 
gemeinen Erérterungen der Nr. 25 als gesichert anzusehen. 
Die Koeffizienten von F’, (a, 8, y, 2) lauten: 


es! (—g) = lim ( +-9)~* (7) 
eee 


mee oh (aa (Os yk) ene =e be 
it 1 1 
pene it ht rpior B 
1 tee st i 


TEE Siiagreal 2 


, mene eae 
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Fir g=0 ist F, (@,8,7,) eine nach positiven ganzen 
Potenzen von x fortschreitende Reihe. 
Es eriibrigt nunmehr noch der Fall, wo 1—vy eine 
positive ganze Zahl 
1—y=h 
ist. Dieser Fall lafst sich auf den eben behandelten zuriick- 
fiihren, indem man in die Differentialgleichung 
— CO 
einsetzt. v ist dann eine Riemannsche P-Funktion von 
der Form 
0 1 co 
v=Piy—l1 0 atil—y ze 
OP Bie bea 
und geniigt folglich einer Gaufsschen Differentialgleichung, 
worin an die Stelle von 


a ’ p ) ”) 
eae Mee (il Lape Maat py fh aco 

getreten ist. Die Differenz der Wurzeln der zu x= 0 ge- 
hérigen determinierenden Fundamentalgleichung ist jetzt 
y —1——-A, also eine negative ganze Zahl. Wenden wir 
die vorhin erlangten Resultate auf die Differentialgleichung 
fiir v an und iibertragen dieselben dann auf w, so er- 
giebt sich: 

Wenn a -+ 1—~y oder @-+ 1 — y mit einer der Zahlen 
1,2,...h, also o oder # mit einer der Zahlen 

1—h, 2—A,...0 
tibereinstimmen, bleiben die beiden Integrale 
PG, By, 0), a5? Kio ly, fa 1, 27,2) 

bestehen, falls man iibereinkommt, im Ziihler und Nenner 
jedes Koeffizienten von F(a, 6, y,#) die verschwindenden 
Terme wegzulassen. In jedem anderen Falle bleibt das Integral 


Mog Ee a aloe) 
bestehen und an die Stelle von F(a, f, y, 2) tritt: 


U, = a7 [(e (35, P+i—y, a= Ye) 
+Fa+tl—y, ee ena PASS wv) log x]. 
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_ , Damit ist ftir «— 0 das kanonische Fundamentalsystem: 
in jedem Falle aufgestellt, wir fassen die Resultate in dem: 
folgenden Schema zusammen: 


1) 1— y weder Null noch eine ganze Zahl: 
1 | ae F(a, B, 7, 2), 
(I) he 
Ug St ¥ P(e 1 — y, 8+ 1—y, 2—y, 2).. 
2) 1—y=—g, g gleich Null oder einer positiven 
ganzen Zahl, 
a) eine der Gréfsen a, @ gleich einer der Zahlen. 
1,2,...9, g >>0; die Reihen (I) behalten ihren 
Sinn, wenn man die verschwindenden Terme in: 
Zahler und Nenner der Koeffizienten weglifst.. 
b) a 8, #1, 2,...9, 92>0, 
Uy, = F(a, B, 7, 2), 
Ugg = F, (a, B, y, 2) + F(a, B, 7, x) log a. 
3) 1—y=A, h eine positive ganze Zahl, 
a) eine der Gréfsen a, 6 gleich einer der Zahlenm 
1—h, 2—h,...0; die Reihen (I) behalten ihren: 
Sinn unter der fiir 2a) getroffenen Festsetzung.. 
b) a, BA1I—h, 2—A,...0 
Uy, = 1 [FF (a2 +1—y, @+1—y, 2—y, x)) 
+ F(a+ 1-7, 8-+1—y7, 2—y, #) log a}, 
Ugg = at P(a+1—y, B+1—4, 2-7, 2).. 


35. Kanonische Fundamentalsysteme fiir «—1, «— o.. 


Die Behandlung der singuliren Punkte «—1, e—o 
lifst sich in einfacher Weise auf die bereits erledigte des: 
Punktes «= 0 zuriickfiihren. 

Setzen wir zunachst bei «= 1 

§—1—-z2 
und fiihren in (1) € als neue unabhingige Variable ein, so: 
erscheint w als Funktion von § als Riemannsche P- Funktion, 
mit den singuliiren Stellen 


—E—0(0 (ftir c—1), ¢=1 (fire—0), §— = (fir 7— o)} 
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und den zugehérigen Exponenten 


Oy aes Oe a, B, 
0 if fo) 


und geniigt folglich einer Gaufsschen Differentialgleichung, 
wo an Stelle von 


7) 
Cb ey aki 
treten. Wir erhalten folglich fiir €—0 oder e—1 das 


kanonische Fundamentalsystem u,,, u,,., wenn y—a—f 
weder Null noch eine ganze Zahl ist, in der Form 


u, = Lo, 6,0 =o ly, La), 

Ta ee) mae TU CGV) NG ety meee my I 3 oly» 
Die Modifikationen, die fiir den Fall, wo y—a—f6 

Null oder eine ganze Zahl ist, eintreten, kdénnen aus dem fiir 


xz == 0 aufgestellten Schema ebenso einfach abgelesen werden. 
Bei «= oo setzen wir 


=== 


1 
E? 


dann wird wu als Funktion von ¢ eine Riemannsche P- Funktion 
mit den singuliren Punkten 


f= Oe (Ptr er 00) le (Tee el) ee = oe Pure 
und den Exponenten 
Coa Oy ena eae, Lay, 
0 1 ©O 
UP Ae 0 WE alk 
A erga an Pe 
Diese Funktion gentigt aber jetzt keiner Gaufsschen 
Differentialgleichung, da im allgemeinen keiner der beiden 


zu tO gehorigen Exponenten gleich Null ist. Um zu einer 
Gaufsschen Differentialgleichung zu gelangen, setzen wir 


w=t—*u, 
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dann ist w eine Riemannsche P-Funktion 
0 1 oo 
1D =P 0 0 a oa 

B—a y—a—f 14ea-y 
die einer Gaufsschen Differentialgleichung gentigt, worin 
an Stelle von 

ct, B, 7; 

Op iS eer, 0 NE Kes de 
treten. Wir haben folglich, wenn §—oa weder gleich Null 
noch gleich einer ganzen Zahl ist, fiir ¢—0 das Fundamental- 


system 

wy, = (e,14-a—y,1-+a—§, t), 

Wy = P-* FG 1+ p—y,1 + §—a, t) 
und somit fiir die urspriingliche Differentialgleichung das zu 
2—=o gehorige Fundamentalsystem 


hors =(4)'F(~ 1+a—y, ie), 
es —(4)’ F(@, Pere a ee) 


In abnlicher Weise ergeben sich die Darstellungen in 
den Ausnahmefallen, wo 8 — a eine ganze Zahl oder Null ist. 


36. Konvergenzbereiche der aufgestellten 
Reihenentwickelungen. 


Aus der allgemeinen Theorie (vergl. Nr. 30) folgt, dafs 
jede Funktion, die der Differentialgleichung (1) geniigt, keine 
anderen singuliren Stellen besitzt wie 0, 1,0. Das Integral 
up, ist tiberdies in der Umgebung von «=—0 holomorph 
(vorausgesetzt, dafs 1—y keine positive ganze Zahl ist), 
die fiir dieses Integral gefundene Reihenentwickelung 


EB (qr, B, 1; z) 
konvergiert folglich innerhalb eines um 2«—0O als Mittel- 


punkt beschriebenen Kreises, der sich bis zum nachsten 
singuliren Punkte, d.h. bis zu «— 1, hin erstreckt. 
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Die Gaufssche Reihe F'(a,,y,x) ist also fiir 
Werte von wz, deren absoluter noe kleiner ist als 
Eins, konvergent. 

Das liifst “sich auch direkt aus der expliziten Form 
der Koeffizienten erschliefsen. Nach Gleichung (2a) (S. 131) 
ist nimlich der Quotient des (vy + 1)ten Gliedes der Gaufs- 
schen Reihe durch das »-te Glied gleich 


(a+ "(C+ 
@+DG+» ~ 


Dieser Quotient nihert sich fiir ins Unendliche wachsendes 
vy bei willkiirlichen Werten der a, ?,y dem Grenzwerte «; 
nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium ist die Reihe 
daher konvergent wenn |z|<1, divergent wenn |2|> 1. 

Die Frage der Konvergenz der Gaufsschen Reihe auf 
der Peripherie des Konvergenzkreises hat Gaufs in der 
ersten (von ihm selbst veréffentlichten) Abhandlung iiber diese 
Reihe fiir reale Werte der a, 6, y untersucht. Weierstrafs*) 
hat die Gaufssche Methode auf den Fall komplexer Werte: 
der a, ?,y ausgedehnt. Es ergiebt sich, dals 


F(a, 8, 7, 2) 
fiir Werte von x, deren absoluter Betrag gleich Eins ist, 
ausgenommen den Punkt «—1, konvergent ist, falls der 
reale Teil von y—a—f{ grofser ist als —1; wenn der 
reale Teil von y — a— 8 positiv ist, so konvergiert die Reihe 
auch noch fiir z= 1. 

Wir gehen hier auf eine Wiedergabe der Gaufs- 
Weierstrafsschen Untersuchung nicht ein, bemerken nur 
noch, dafs der erwa&hnte Satz auch als spezieller Fall aus. 
einem allgemeinen Satze folgt, den Herr Thomé**) mit 
Hiilfe der Theorie der Fourierschen Reihen abgeleitet hat 
und der tiber die Konvergenz einer Potenzreihe, die einer 
beliebigen linearen Differentialgleichung der Fuchsschen 
Klasse geniigt, auf der Peripherie des Konvergenzkreises 
entscheidet. Wir werden bei unseren folgenden Betrach- 
tungen von diesen Satzen keinen Gebrauch zu machen haben. 


*) Crelles Journal, Bd, 54 (Werke I, S. 173). 
a7 Crelles Journal, Bd. 100, S. 167 ff.; vergl. auch Handbuch 
Bd. I, 8. 288 ff. 
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Da fir unbestimmte a,f,y (wo also keiner der 
»Ausnahmefille* eintritt) die fiir ugg, 44, Uo) Yay) Mog aut- 
gestellten Reihenentwickelungen sémtlich durch den Algorith- 
mus der Gaufsschen Reihe gegeben werden, folgen nun un- 
mittelbar die Konvergenzbezirke dieser Reihen. Will man 
auch die Ausnahmefille mit umfassen, so bedient man sich 
am einfachsten der in der Nr. 30 dargelegten funktionen- 
theoretischen Schlufsweise. Man erkennt unmittelbar, dafs 
die im folgenden zusammengestellten Konvergenzbereiche 
vorhanden sind: 


U1, “oq Kkonvergieren fiir |x| < 1, 
117 “42 ” n |1—#] <1, 
o17 Uno ” ” | a | = M4 


Da diese Konvergenzbereiche zusammengenommen die 
ganze x-Ebene, zum Teil auch mehrfach, iiberdecken, sind 
wir fiir die Gaufssche Differentialgleichung in der gliick- 
lichen Lage, fiir jeden x- Wert wenigstens ein Fundamental- 
system durch unsere Reihenentwickelungen dargestellt zu 
haben. Um die Integration in dem von uns prizisierten 
Sinne als vollstindig erledigt betrachten zu kénnen, bedarf es 
nur noch der Kenntnis der einem beliebigen Fundamental- 
systeme u,, vu, zugehdrigen Fundamentalsubstitutionen. 


U 


37. Bestimmung der Fundamentalsubstitutionen. 


Wir setzen, um die Vorstellung zu fixieren, wie in der 
Nr. 30, voraus, dafs das Fundamentalsystem u,,u, durch 
seine Anfangswerte in einem Punkte der «-Ebene gegeben 
sei, der dem Konvergenzbereiche der Reihen u,, uo. an- 
gehért, also aufserhalb des um den Nullpunkt mit dem 
Radius Eins beschriebenen Kreises liegt. Dann sind also die 
Ausdriicke der (u,, wv) durch (u,,, %o9) als bekannt an- 
gusehen und es handelt sich um die Aufstellung der Funda- 
mentalsubstitutionen fiir dieses letztere Fundamentalsystem. 
Der Einfachheit wegen beschrinken wir uns auf den Fall 
unbestimmter «, 8,7, schliefsen also das Auftreten der 
Ausnabmefalle aus. 

Wir denken uns wie im allgemeinen Falle (Nr. 30) die 
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Punkte «—0,1,0o durch kleine Kurven ausgeschlossen und 
0,1 mit o durch die beiden Querschnitte 7,, 7, verbunden, 
die wir z. B. so legen kénnen, dafs J, von 0 nach — oo 
lings der negativen realen Achse, /, von 1 nach + oo langs 
der positiven realen Achse verliuft. In der so entstehenden 
einfach zusammenhingenden Flache 7 sind die durch ana- 
lytische Fortsetzung der 


U U U. Uu U 


01 “oa 
innerhalb J entstehenden Funktionszweige eindeutig und 
endlich, wir bezeichnen sie mit den selben Buchstaben wie 
die Reihen, aus denen sie entsprungen sind, und wollen 
ebenso unter F’(a, 8, 7, «) nicht allein die fiir |7|<< 1 konver- 
gierende Reihe, sondern auch den aus dieser Reihe durch 
analytische Fortsetzung innerhalb 7 entspringenden und da- 
selbst eindeutigen Funktionszweig verstehen. Die mehr- 
deutigen Faktoren, die in der Darstellung der sechs kano- 
nischen Integrale auftreten, fixieren wir durch die Fest- 
setzung, dafs bei Fortsetzung innerhalb T 


11? 12? 41) 2 


hime) 27 <= lim (f —#)"—-*—- 8 <= limes * = lime 6 a 

t=1 x=0 c=1 x=1 
sei. 

Ks handelt sich nun um die Herstellung der Substitutionen, 
die (Wo, Vag) erfihrt, wenn « die Querschnitte /,, 2, im 
positiven Sinne tiberschreitet, wir bezeichnen diese, der 
kiirzeren Schreibweise halber, mit einem Buchstaben, setzen 
also: 


(1) 
th Bie 


”) 
Ae i an (1) |? 
21 b22 


3 0) gD 


wenn w 
Sinne in 


Ptsantl ss a Uberschreiten yon /, im positiven 


Bi Woy =e Br U w95 
BS) Uoy + eye U ep 
und beim eer are von /, im ean Sinne in 
ive Woy BY tbe 
i ter + Bos Y we 
tibergehen. Ein positiver Umlauf um «=o, bei welchem 
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zuerst der Querschnitt /,, dann der Querschnitt J,, beide im 
negativen Sinne tiberschritten werden, verwandelt wu 


2nt4 274 
é Wey, OP u 


01) Vag In 
w2 } 


bezeichnen wir also diese Substitution durch 
‘ mia 0 
Sa ay 22% ce), 


so ist (vergl. Nr. 380, ane. toes . 120) 
(5) Scene sia. 


Die inverse Substitution von S,, lifst sich oftenbar so 
zusammensetzen 


(6) Seeee Sy, 


wenden wir hier beiderseits die inverse Substitution S) * 
von S, an, so ergiebt sich 


(7) Se So. Se 


von dieser Darstellung von S, werden wir sogleich Gebrauch 
zu machen haben. 
Wir schreiben die zwischen o und 0 einerseits, oo und 
1 andererseits vermittelnden Ubergangssubstitutionen 
wie folgt:*) 
(8) ie = My Uy, + Oy Moos | Uooy = yy + 9, Myo, 
U coe = Cy Up, + % Moo, U cog = Cy Uy, $F 94 ype 
Wenn dann «x den Querschnitt /, einmal im positiven 
Sinne tiberschreitet, so verwandeln sich w,,,u,. in 
Uy, CTY —4—P)y,,, 
DISO! Uo) Wg 1D 
2ni(y—-a— 
(9) a i One = 2 PAG, 
2ni(y—a— 
Cy Uy, 0, PFU 2A u, 
Nach Gleichung (7) ist diese einmalige Uberschreitung 
von /, im positiven Sinne gleichwertig einem Wege, der 


erst einen Umgang um «= oo im negativen Sinne vollzieht 
und dann /, ebenfalls im negativen Sinne durchquert. Bei 


*) Vergl. fiir das folgende: Riemann, Werke (II. Aufl.) S. 78 ff.; 
Picard, Traité III, S. 297 ff. 
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dem Umgange um 2 == oo im negativen Sinne multiplizieren 
Sich Uo) Mog beziehungsweise mit 

ek See 

é iidoaet @ dl 
bei Durchquerung von /, im negativen Sinne multiplizieren 
‘sich ferner u,,, %_ beziehungsweise mit 

eee. Paste 

1 e—2zi(l y) —e 2a 

durch Anwendung der ersten der Ubergangssubstitutionen (8) 


erhalten wir folglich die Werte, in welche u.,, uv. auf 
dem geschilderten Wege iibergefiihrt werden in der Form 


fo [ec tstact et 
@—P74F (Cy Uyy + 99 7 7*7 Ugg). 


Diese miissen aber mit den Werten (9) iibereinstimmen, 
~wir haben also die Gleichungen 


(11) O50, bre ee SMa 
= 6 F744 (ay Uy + by 787 Ug), 
(12) Cita che Oye" et te 


= €— 2748 (69 Uys + 99 7*7 Ug), 
denen wir noch die aus (8) folgenden Gleichungen 
(13) Oy Uy Py Uy = Ay Uy, FH 4p Moe, 
(14) Cy Uy, + 94 Uy = % Mor + 99 Mo 
an die Seite stellen. Eliminieren wir zwischen den 
‘Gleichungen (11), (13) einerseits und (12), (14) andererseits 
erst u,,, dann u,, und vergleichen die so sich ergebenden 
Ausdriicke jeder dieser beiden Gréfsen miteinander, so er- 
halten wir 
0 = up, [4% 0, (e7 27** — 1) — ey 5, (0-27 48 — 1)] 
Air Ugg Oy Wy et ai Tybee aaa 
Oe Ups [ay Gy (Gar eA Say) nee 1) — €) a, (e—274(¥—2@) ‘se 1)] 
{+ Uys [by ¢, (e27*F — 1) — 0, a, (e27*% — 1)]. 
Dies sind homogene lineare Relationen mit konstanten 
Koeffizienten zwischen u,,, Uj., da aber w),,%). ein Funda- 


mentalsystem konstitutieren, sind solche Relationen nur 
moglich, wenn die einzelnen Koeffizienten verschwinden. 
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Wir erhalten also vier Gleichungen, die wir mit Riicksicht 

darauf, dafs 

er tate 6 aie aie — oF 08) — 7 ete gin we 

u. s. w. ist, in der Form schreiben kénnen: 

anes Pais sin x B _% e7 #8 sin (y — a) 
Cs je. <2 in 7 c, e—**¢ sin (y — B) 70’ 

(16) by At b, e7 7 sin(y—A)w __ 4 dani sin 7 

0 0, 6 7 Fsiny—a)\r ¢,.é—"'* sin wa 


Nun ist (vergl. Nr. 30, Gleichung (89), S. 119) 


s =(% :) G 0 ) (° eae 
‘ CMO One A EU SEP Ney Oey 1" 


und da, wenn wir 


G0, 0, ¢==0 


setzen (vergl. Nr. 19, S. 71), 


On ay eh 
(@ a) = 0 ) 
c, 9, ods Mae 
0 re) 


ist, so ergiebt sich ausgerechnet 
Oe sah) ¢, as (e2 7#(y —4—P) — J) 


Ss ney : 


oe o1 _. p2nat(y—a—f)) __ be 2a%t(y —a—f) 
Aiea ane eae j 


Setzen wir nun 


a 
iz ard Ay >. 78a hey 
so ist 
apap % Shi; 6p0, a NK, db.) Ady 
Se Pe POTS A Oe ea” 
c, 94 ud 1 
t) A, —A,’ 
d. h. die Koeffizienten der Substitution S, hangen nur von 


10 


Schlesinger, Differentialgleichungen, 
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1,, 4, und bekannten Grofsen ab. Nun ist aber z. B. ver- 
moége der Gleichung (15) 

sin (y — a) wv .sinwa 

sin (y — 6) 2.sinw B ’ 


Ag =A, 


es handelt sich also nur noch um die Bestimmung der 
Grofse 4,. Ls 
Zu diesem Ende setzen wir in der zweiten der Uber- 
gangssubstitutionen (8) fiir « den Wert 1 ein. Dann ist 
in 4a 
t=) 
und wenn wir voraussetzen, dafs der reale Teil des Ex- 
ponenten vy — a — 8 positiv ist, 
ina 05 
c=1 
ferner ist 
limwu,, = F(a, a—y+1, a—s+1, J, 


Arise lt 
Bier aes fetal) Spe p= et 1), 


bezeichnen wir also den Wert, den der durch die Gaufssche 
Reihe F(a, 8,y,2) determinierte, innerhalb 7 eindeutige 
Funktionszweig im Punkte «1 annimmt,*) mit 


Fa, B, 7, 1) =f (a, BY); 
so folgt durch Einsetzen von «= 1 in die gedachte Uber- 
gangssubstitution 


a, =f (a, OP is 3 ts C8 ly 

¢, =f (6, Bit Lee ae 
wodurch also 4, auf die Funktion f (a, @, 7) zuriickgeftihrt 
ist. Mit dieser Funktion hat sich Gauls (a. a. 0.) be- 
schaftigt und gezeigt, dafs sie sich durch die sogenannten 
Eulerschen Integrale ausdriicken lifst; wir kommen auf 
diese Darstellung nachher zurtick. Sehen wir jene Funktion 
vorlaufig als bekannt an, so ist also 4, bekannt, und somit 

auch die Fundamentalsubstitution S, bekannt. 
Durch S, und 8S, lifst sich aber die Fundamental- 


*) Vergl. z. B. Thomé, Crelles Journal Bd. 87. 
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substitution S, sofort darstellen, es folgt nimlich aus (6), 
indem wir beiderseits die Substitution S~1 anwenden, 


Le Sig onze 


Damit ist das Integrationsproblem fiir die Gaufssche 
Differentialgleichung im Falle unbestimmter «a, f, y als 
gelést anzusehen.*) Genauer gesprochen ist es auf die 
Bestimmung von / (a, @, 7) zuriickgefiihrt. 


38. Multiplikator. Adjungierte Differential gleichung. 
Identitiit von Lagrange. 


Die Bestimmung von /(a, ?, 7) gelingt am einfachsten, 
wenn man sich einer Darstellung der Lisungen der Gaufs- 
schen Differentialgleichung durch ein bestimmtes Integral 
bedient, die zuerst von Euler angegeben worden ist. Um 
zu dieser Darstellung zu gelangen, miissen wir einige Be- 
trachtungen vorausschicken, die sich auf beliebige lineare 
Differentialgleichungen beziehen und die auch fiir andere 
Fragen von Wichtigkeit sind. 

Wir nehmen die Differentialgleichung in der Form 

au du 

(I) £2) = paar Ia P=, 
der Charakteristik, die die linke Seite dieser Gleichung 
bezeichnet, haben wir den Index «x angehingt, um die un- 
abhingige Variable der Differentialgleichung auch hervor- 
treten zu lassen. 

Lagrange hat**) zuerst die Frage behandelt, wie man 
eine Funktion v von 2 bestimmen kann, mit der die linke 
Seite P,(w) der Differentialgleichung (I) multipliziert, die 
Ableitung eines homogenen linearen Differentialausdrucks 
erster Ordnung wird, also 


(AWW Stal An a eee ae (« (z) ae + (2) u). 


*) Betreff anderer Formeln und der einschligigen Litteratur 
werde auf Bd. I des Handbuches verwiesen. 

**) Miscell. Taurin. III, 8. 179; vergl. fiir das folgende: Fuchs, 
Crelles Journal Bd. 76; Frobenius, ebenda, Bd. 76, 77, 80, 85; 
auch Handbuch IJ, S. 53, wo weitere Litteraturangaben zu finden sind. 

NOEs 
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Die Wichtigkeit einer solchen Funktion, die man einen 
Multiplikator von (I) nennt, liegt auf der Hand. Denn 
ist ein solcher Multiplikator gefunden, so kénnen wir an 
Stelle von (I) os Differentialgleichung 


4 («@ 5% +8@u)=0, 


dz 


oder integriert 
du 
a (x) —— ae +- B(2) wu = const 


betrachten; diese letztere Gleichung ist aber, wie in der 
Nr. 15 gezeigt wurde, stets durch Quadraturen zu integrieren. 
Die Kenntnis eines Multiplikators erméglicht also 
die Integration der Differentialgleichung (I) durch 
Quadraturen. 

Um v zu bestimmen, integrieren wir die Gleichung (II) 
nach «, 


fo Pru) dae a (a) 5 + P(#) u, 
und untersuchen nun das linkerhand stehende Integral 
foP,(u)dx=fo(pu"+qutru)dz 
unter der Annahme, dafs v und w beliebige Funktionen 
von wz sind. (Die Accente bedeuten Ableitungen nach ~.) 
Bedeutet w eine Funktion von 2, so folgt durch zwei- 
malige Anwendung der partiellen Integration 
fr ALO me AO — fu w dx—=wu —w'u + fu Or Oa: 
Wenden wir diese Formel und die partielle Integration 
auf das obige Integral an, so wird 
fo P,(u)da=[(vp)u'de+[wgu'de+ [rude 
=p(vu —uv')+urv(q—p’) 
d*(v Ds. d(vq) \ 
+ fu neat oe turpda. 


Der auf der ates Seite unter dem Integralzeichen 
auftretende Klammerausdruck ist ein homogener linearer 
Differentialausdruck zweiter Ordnung fiir v, dessen Koeffi- 
zienten sich in einfacher Weise aus den Koeffizienten von 
P,(u) bilden lassen; wir setzen 
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Dp @? (vp) we 
P.0) = a ich sa ee Nise 
Be Miet yy 0) git oy 
und 
pow —uv’)+ (q—p')uv= P, (u, v), 
dann lautet die obige Gleichung 
fo P(e) da Po (uy 0) —fuP,(v) da, 
oder differentiiert 
5 d 
v P,, (u) —u P, (v) = ne £(G, ¥); 


diese Gleichung nennt man die Identitit von Lagrange. 
Der Ausdruck P, (u,v) ist in Bezug auf w ein homogener 
linearer Differentialausdruck erster Ordnung; v wird also 
ein Multiplikator von (I) sein, wenn 
By (eye 0 
ist. Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung fiir v, die man nach Herrn Fuchs die 
adjungierte von (I) nennt. Auch heifst P,(v) der dem 
Differentialausdrucke P,(u) adjungierte, und P, (u,v), 
welches sowohl in Bezug auf wu als auch in Bezug auf v 
homogen linear und yon der ersten Ordnung ist, wird der 
begleitende bilineare Differentialausdruck genannt 
(Frobenius). 
Also ist v ein Multiplikator von (I) 
FAG) ==0, 
wenn v eine Lisung der adjungierten Differentialgleichung 
ist; umgekehrt zeigt die Lagrangesche Identitit sofort, 
dafs w ein Multiplikator von 
P,(v) = 0 
ist, wenn u der Differentialgleichung (I) geniigt. Die Be- 
ziehung zwischen einer Differentialgleichung und ihrer ad- 
jungierten ist also eine gegenseitige, was ja tibrigens schon 
aus der Symmetrie der Lagrangeschen Tdentitiit erhellt. 
Das vorstehende geniigt “fiir die Zwecke, die wir augen- 
blicklich verfolgen, an spiterer Stelle kommen wir auf diese 
Betrachtungen noch einmal zuriick. 
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39. Integration der Gaufsschen Differentialgleichung 
durch bestimmte Integrale. Vertauschung von Para- 
meter und Argument. Eulersche Transformierte. 


Wie bereits bemerkt, hat Euler*) die Lésungen einer 
Gaufsschen Differentialgleichung in Form von bestimmten 
Integralen dargestellt, die zwischen konstanten Grenzen er- 
streckt die unabhingige Variable « als Parameter enthalten. 
Wenn wir diese Darstellung im Gebiete der komplexen 
Variabeln verwerten wollen, so miissen wir ein solches 
Integral statt zwischen festen Grenzen lings einer ge- 
schlossenen Kurve erstrecken; dann haben die hier in Be- 
tracht kommenden Integrale die Gestalt: 


| w (2) (e —a)s—' dz, 

L 
wo w(z) eine geeignet zu wihlende Funktion von z, § eine 
Konstante, Z einen geeignet gewihlten geschlossenen Weg 
in der z-Ebene bedeutet. 

Diese Art von Integralen bietet eine in die Augen 
fallende Analogie mit denjenigen dar, durch welche man 
in der Potentialtheorie Lésungen der sogenannten Laplace- 
schen partiellen Differentialgleichung 

07 u O72 u 07 u 


: | es 
pF on? l oc? 0 


darzustellen pflegt. Hat man z. B. eine tiber einen gewissen 
Raum C verteilte Masse, welche nach dem Newtonschen 
Gesetze auf einen aufserhalb dieses Raumes gelegenen 
Massenpunkt mit der Masse 1 und den Koordinaten &, 7, ¢ 
wirkt, so wird das Potential jener Masse auf diesen Punkt 
durch das Integral 


W(@, Yye 1 dx dy dz 


(e—8 +y— Wt -e—O 


(C) 


*) Institutiones calculi integralis II (1827), S. 230 ff; vergl. fir 
das folgende: Handbuch II, 1, XII. Abschnitt, wo auch die ein- 
schlagige Litteratur zusammengestellt ist. 
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dargestellt, wo dann w (z,y,z) die Dichtigkeit der Masse 
im Punkte (2, y,2) des Raumes C bedeutet. Wir haben also 
auch hier eine Funktion w des Ortes, auf den sich die Inte- 
gration bezieht, multipliziert mit einer Potenz (der (— pen 
des Abstandes jenes Ortes von dem ,,Aufpunkte“ (§, 7,5), 
genau so wie in dem oben angegebenen Integrale. Wir 
werden darum auch in dem letzteren die Funktion w(z), die 
Dichtigkeitsfunktion nennen und jetzt die Aufgabe be- 
hehandeln, diese Funktion und den Integrationsweg ZL so zu 
bestimmen, dafs jenes Integral der Gaufsschen Differential- 
gleichung Gentige leistet. 

Wir bezeichnen die linke Seite der Gaufsschen Differential- 
gleichung mit 


D, (uv) = «(1 — ie 
und setzen nun hierin 
(17) u=|w(z)(e—a)§-1dz. 
L 


s+ly—@+s8+) oot — ape 


dx? 


Die Funktion w(z) und der Integrationsweg L mogen 
so beschaffen sein, dafs Differentiationen von u nach 2 unter 
dem Integralzeichen vollzogen werden kénnen. Dann ist also 


(18) PNA Ne rat ian te) 
5 fae) ie ((e—2x)§—}) dz. 


Wir formen zuniichst den Ausdruck 

D,((e— #)5 Oe eat ee ee 

Be Baie leat so Blew) e 
um, indem wir seine von w abhingigen Koeffizienten nach 
Potenzen von z—~« entwickeln. Ks ist: 


a (1— #2) =2z(1—2z)— (1 — 22) (e— 2) — (e— 2)’, 
y— (+8 +1 e=y—(@+ 8+ Ye+(+64+)6—a); 
dies eingesetzt und nach Potenzen von (z — x) geordnet giebt 

D, (@—2)§—)= E—1N E—2 &—#)F 82") 

t (§—1)@—2#)>—*[_€—2)(1—22)—y + + 8+ lel 
+ (e—a)§—*[—€—1N €—2)-E—ND(@+8+ l)—af}. 
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Nun ist: 
d*(z—.x)&—} 


E—1) €—-2) @—afi- =, 


: dlz—p\s 2! 
G1 @— gt 
setzen wir also 
19 A,(v) = 2(1 ae 
(19) se) =201—4)— 5 


dv 
+[-€-2)0—23—-7+ (+84 DAS 


—[E—1NE—2)+E—1)(e+f8+4+1)4+ esr, 
so besteht die identische Gleichung 
(20) | Dy((e—2#)§-1) = (A, (z — 2)§-?). 


Der Ausdruck A,(v) ist selbst ein homogener linearer 
Differentialausdruck zweiter Ordnung fiir v als Funktion von 
z mit in z rationalen Koeffizienten, die Differentialgleichung 


(21) A,(v) = 0 


ist zwar keine Gaufssche, aber sie gehért zur Fuchsschen 
Klasse und ihre singuliren Punkte sind 0,1, 0. Die Identi- 
tat (20) nennt man den Satz von der Vertauschung des 
Parameters mit dem Argument, auf der linken Seite 
ist niimlich z der Parameter und « das Argument, auf der 
rechten Seite dagegen « der Parameter und z das Argument. 

Nach Anwendung des Vertauschungssatzes auf die rechte 
Seite der Gleichung (18) lautet diese: 


(22) Dal fale) (2g —x)§—1dz) 
ae (2) A, ((e— 2) - ) dz, 


und nun liegt es nahe, zur Umformung der rechten Seite 
die Lagrangesche Identitit heranzuziehen. 


Bezeichnen wir mit A,(w) den adjungierten Differential- 
ausdruck von A,(v) und mit A,(v,w) den begleitenden 
bilinearen Ausdruck, so ist 


d 


w A,(v) —v A, (w) = ae 


- A, (v, w). 
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Nehmen wir hierin 
v = (e—a)F-}, 
so kénnen wir (22) in der Form schreiben 
D,( [w(2) (e—2)§-'dz) = [(z—2#)F-! A, (w) dz 
L in 


peels dz. 


L 


Wir wollen das Integral (17) so einrichten, dafs das- 
selbe der Gaufsschen Differentialgleichung 


D(a) 
gentigt; wir werden also w(z) so wiihlen, dafs 
(23) A,(w) = 0, 


und ZL so, dafs 
(24) fee ane 


dz 
L 
sei. Die Gleichung (23) ist eine homogene lineare Differential- 
gleichung zweiter Ordnung fiir w, u. z. die adjungierte von 
(21); um (24) zu erfiillen, mufs L so gewihlt werden, dafs 
der Ausdruck 
(2) = A, ((e—a)$-1, w) 

auf dem Wege JL fortgesetzt zu seinem Ausgangswerte 
zurtickkehrt. 

Die Gleichung (23), die die Dichtigkeitsfunktion w (z) 
bestimmt, nennt man die Eulersche Transformierte der 
Gaufsschen Differentialgleichung. 


40. Bestimmung der Dichtigkeitsfunktion und des 
Integrationsweges. 


Um die Dichtigkeitsfunktion w(z) in méglichst einfacher 
Weise erhalten zu kénnen, disponieren wir tiber die Konstante § 
derart, dafs in der Differentialgleichung (21) der Koeffizient 
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von v verschwindet. Wir erhalten nach (19) durch diese 
Forderung fiir § die Gleichung 


(S16 Se po 8 0, 
deren Liésungen 
er ee 
sind. Da a, @ in der Gaufsschen Differentialgleichung ganz 
symmetrisch auitreten, ist es gleichgiiltig, welche dieser beiden 
Lésungen wir wihlen, sei 
f—1—a. 
Dann lautet der Ausdruck (19) 


pe dv 
A.(0) = 2(1—2) 2 + [of 1—y FeG—a—1)] 2 


und nach den Formeln der Nr. 38 ergeben sich fiir den 


adjungierten und den begleitenden bilinearen Differential- 
ausdruck die Werte 


= d?w ae 
A, (w) = 2(1—2) [5 + [1 -22—-e + y—(6—a+ 1a] = 


und 


i 1 
A,(v, w) = 2(1—2z) (« a3 or) 
+ le—y+(@—a-+]zlow, 


Die linke Seite A,(w) der Eulerschen Transformierten 
ist jetzt ein vollstindiger Differentialquotient; da es uns nur 
auf eine partikulare Lisung ankommt, wihlen wir die nach 
der ersten Integration auftretende willkiirliche Konstante 
gleich Null, bestimmen also w(z) aus der Gleichung 


di 
z(1—) F——[a—y + (B—a4 1e]w=0, 


woraus sich 


d log w a—y-+(@—a-+ lz 


dz z(1—z) 


40. Dichtigkeitsfunktion und Integrationsweg. 155 


und weiter 


| tah Seay 


=e z(1 — 2) 


ergiebt. Das im Exponenten auftretende Integral lafst sich 
nach elementaren Regeln ausfiihren: 


Opa Or et Le 5 ety annie 
i Tier meray Pee 
++ log const., 


wihien wir die Integrationskonstante gleich Eins, so ist also 
w= 2t-Y (¢— Bie 1 


die Dichtigkeitsfunktion. 

Fiir die Funktion (z), deren wir zur Fixierung des 
Integrationsweges / bediirfen, ergiebt sich nach Einsetzen 
der Werte von § und w durch einfache Rechnung: 


A((@—=a)=9, #-1(e—1)rF—4), 
SOC Om TEE (eI) i 8 (gen) Sp (z), 
endlich nimmt das Integral (17) selbst die Form an 
W) a ea (eee a dz, 
L 


Wir wenden uns nun zur Bestimmung des Integrations- 
weges L. 
Schliefsen wir aus der z-Ebene die Punkte 


Pa Om 50 


durch unendlich kleine Kurven aus und legen von 0, 1, « aus 
nach dem Unendlichen hin die Querschnitte /,, /,, /, so ist 
in der so entstehenden einfach zusammenhiingenden Flache 
T sowohl g(z) als auch die unter dem Integralzeichen 
stehende Funktion 


w (2) ep tg NYP eis gle 


eindeutig und endlich. Der Integrationsweg JZ ist so zu 
wihlen, dafs liings desselben fortgesetzt g(z) zu seinem 
Ausgangswerte zuriickkehrt, dies wiirde jedenfalls erfolgen, 
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wenn wir Z als einen ganz innerhalb 7 verlaufenden ge- 
schlossenen Weg anniihmen; dann wiirde aber 


(Oe 


sein, so dafs ein soleher Weg unbrauchbar ist. 

Wir verfahren daher folgendermafsen. Sei z=C ein 
beliebiger von 

Oe, 00 

verschiedener Punkt der z-Ebene; wir gehen von z= aus 
innerhalb J bis dicht an einen der Punkte 0, 1, 2, » 
heran, umkreisen dann den betreffenden Punkt im positiven 
Sinne (entgegengesetzt der Richtung eines in dem Punkte 
befestigt gedachten Uhrzeigers) und kehren wieder innerhalb 
T (etwa auf demselben Wege, auf dem wir gekommen waren) 
nach ¢ zuriick. Einen solchen Weg nennt man eine von C 
aus nach dem betreffenden der Punkte 0, 1, 7, © hin ge- 
legte Schleife (lacet).*) Wir bezeichnen diese Schleifen 
der Reihe nach durch 


87 S17 Sx, 80, 


und wenn sie im entgegengesetzten Sinne durchlaufen werden 
durch 


HM 1 . 1 i 
So > 81 5 °a hs ) 


dann tiberschreitet also sy den Querschnitt J, s, den Quer- 
schnitt /,, s, den Querschnitt 2 im positiven Sinne, wahrend 
s,, die drei Querschnitte 4, /,, / in einer von der Lage des 
Punktes x abhingenden Reihenfolge nach einander im nega- 
tiven Sinne durchquert. 

Liings s) fortgesetzt multipliziert sich g (z) sowohl wie 
w(z) mit dem Faktor 


Cer 


lings s, fortgesetzt multipliziert sich jede dieser beiden 
Funktionen mit 

Cem = 2). 
lings s, fortgesetzt mit 

DR EIST 


*) Der Leser wird gut thun, die hier geschilderten Konstruktionen 
an einer Figur zu verfolgen. 
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endlich lings s,, fortgesetzt, da z. B. in der Umgebung von 
2 = € 


yorme(2V-0-1 8) 
=e(=).(tat+eSt..) 


e22tp 


ist, mit 


Beschreiben wir nun z. B. erst s, dann s,, dann s) ', 
dann s;}, so kehrt auf diesem Wege. 
(0, 1) = 8 8, 89° 8; 
fortgesetzt (z) zu seinem Ausgangswerte zurtick, da es 

nacheinander die Faktoren 
PAGAKe 1) gee =i) emake 9). ae 274 =P) 


angenommen hat, dieser Weg liefert also im allgemeinen 
einen brauchbaren Integrationsweg L. 
Gleichermafsen stellt *) allgemein gesprochen 


(GR) == 8o8u 8 Se (ik 0,4, @, 205 4ER) 


einen brauchbaren Integrationsweg dar, man nennt einen 
solchen Weg eine um die Punkte 7, & herum gelegte Doppel- 
schleife; es giebt deren offenbar 

4.3 

ibe : 
yon einander verschiedene, und indem wir fiir Z der Reihe 
nach diese sechs Doppelschleifen wahblen, erhalten wir sechs 
Integrale der Gaufsschen Differentialgleichung. Wir werden 
sehen, dafs diese sechs Integrale, abgesehen von konstanten 
Faktoren, mit 
U 


Uory Uoor Maar Ura» Yasy Vag 


tibereinstimmen. 


02) 


*) Pochhammer, Mathematische Annalen Bd. 35. 
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41. Darstellung der Gaufsschen Reihe F(a, 8, y,x) 
durch ein bestimmtes Integral. 


Wir nehmen zuvirderst das iiber die Doppelschleife 
(1, 00) erstreckte Integral 
Uy SS (g—1)7—#-1 (¢—.2)—-* dz, 
(1, ©) 


—f2e-7(g—1jr-6-1 s-*(1——) az 


(1, ©) 
Fiihren wir durch die Gleichungen 


es oe 
t 


) t2 
t als neue Integrationsvariable ein, so entspricht der Doppel- 
schleife (1, 0) der z-Ebene, die um die Punkte 1, 0 der 
t-Ebene gelegte Doppelschleife (1, 0), wir erhalten also 
u, = — ft?-1(1 —t)7-8-1(1 — at) —@ dt. 
(1, 0) 

Indem wir die Doppelschleife (1, 0) méglichst enge an 
die Punkte 0, 1 heranziehen und iiberdies « dem absoluten 
Betrage nach hinreichend klein nehmen, kénnen wir er- 
reichen, dafs lings des ganzen Integrationsweges 


jet] <1 
sel. Dann ist aber nach dem binomischen Lehrsatz: 


Q—at)-*=14eett "ETD wey 85 are, 


k=0 


Sec (acled es 
1, y= SE cle ie = toa 


und dies in das Integral eingesetzt ergiebt, indem man 
gliedweise integriert, 


U, = — 3d, a [t0+*-1 1 —yr—P-1 dt. 
k=0 (1, 0) 
Wir sehen also, dafs u, in der Umgebung von «—0 
holomorph ist. Daraus folgt schon a priori, dafs sich 
u, Von uw, nur durch einen konstanten Faktor unter- 
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scheiden kann. Denn jedenfalls ist (fiir unbestimmte a, f, 7) 
u, in der Form 

Ub, = C, Ug, Cy Ups 
darstellbar, wo c,,¢c, Konstanten bedeuten; nun ist in der 
Umgebung wu, sowohl wie u,, holomorph, u,, dagegen wegen 


des Faktors «'—7 mehrdeutig; folglich mufs c, gleich Null 
sein, und es ist 


(25) UC, Uoi- 
Um ¢, zu bestimmen, setzen wir «= 0, dann ist 
lin-u, =— [tbs ae ie 
c=? (1, 0) 
lin2,,; = 1, 
t=O 
wir finden also: 
(26) c¢, = — f t?-1(1—t)y-8-'dt. 
(1, 0) 


Betrachten wir allgemein ein Integral yon der Form 
(27) feod—te-'dt, 
(1, 0) 


wo p,q beliebige Konstante bedeuten. Wir kénnen uns die 
Doppelschleife (1,0) ganz dicht an das die Punkte <0 und 
t= 1 verbindende Stiick der realen t-Achse herangezogen 
denken, dann besteht diese Doppelschleife, wenn wir den Aus- 
gangspunkt derselben dicht beim Punkte t— 0 nehmen, aus 
folgenden Teilen. Dem geradlinigen Wege von 0 nach 1, 
einer kleinen, den Punkt 1 im positiven Sinne umschliefsen- 
den Kurve C,, dem geradlinigen Wege von 1 nach 0, einer 
kleinen, den Punkt 0 im positiven Sinne umschliefsenden 
Kurve (,, abermals dem geradlinigen Wege von 0 nach 1, 
der im entgegengesetzten Sinne durchlaufenen Kurve C,, 
dem geradlinigen Wege von 1 nach 0 zuriick und endlich 
der im entgegengesetzten Sinne durchlaufenen Kurve C,. 

Die Bildung des geradlinigen Integrals von 0 nach 1 
stofst auf Schwierigkeiten, wenn das Integral _ 


fe-*d—ti-idt 


ftir ¢—0 oder ¢—1 unendlich wird. Um dies zu ver- 
meiden, mtissen wir voraussetzen, dafs die realen 
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Teile von p und q wesentlich positivy seien, dann 
wird niimlich die zu integrierende Funktion selbst fiir 
t—0, t—1 von niedrigerer als der erster Ordnung un- 
endlich, das Integral selbst bleibt folglich endlich. Dann 
nihern sich aber auch die tiber die Kurven C,, @) er- 
streckten Integrale der Null, wenn wir die Dimensionen 
dieser Kurven ins Unendliche abnehmen lassen; wiihlen wir 
z. B. C, als Kreis mit dem Radius 7, so ist, wenn 

t= re? 
gesetzt wird 

ft— 1 (1— )e—-1dt—[rP er* (1 — rev*—lidg, 
(6) 0 
also in der That, da der reale Teil von p positiv ist, fiir 
unendlich Kleines r: 
22 

lim /#?—1(1—d¢—!dt=limr? / eet (1—ret}y—ltidp=0. 
r=0(G,) S010 Ot 
Wir haben also, mit Riicksicht auf die multiplikativen 
Faktoren die zu 


e- ld —ee-!} 


beim Durchlaufen der Kurvyen C,, C, im  positiven  be- 
ziehungsweise negativen Sinne hinzutreten: 
‘ 1 9 
fe-'Q—#1-? di— [e121 dt "2 [e—"'—e— at 
0) 0 i 
1 


- Aaserte fas (L—é— dé 
0 


0 
+ ep (—-1(1— 2-1 dt, 
1 


1 
= (1 —e?*#P) (1 — 840) [e- 1 (1—dt—' dit. 
0 


Man setzt gewohnlich 
L 
[etd pr dt= Bp, 9) 


und nennt diesen Ausdruck ein Eulersches Integral 
erster Gattung oder eine Betafunktion. Durch diese 
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Gleichung ist also die Betafunktion definiert, wenn die 
realen Teile von p, g wesentlich positiv sind; ist diese Be- 
dingung nicht erfiillt, so definieren wir die Betafunktion 
durch die Gleichung 


i tec) pg) —— | @ WL te =! git. 
(1,0) 


Mit Hiilfe dieser Bezeichnung lautet die Gleichung (26) jetzt 

= — (1 — eth) (1 — oi B) BB, y — 8) 

und wenn wir nun unter 
Uy, = (a, B, y, @) 

die aus der Gaufsschen Reihe F'(a, f, y, x) durch analytische 
Fortsetzung entspringende monogene Funktion verstehen, so 
ist nach (25) 
—u, = f#-1(1—ty—-8-1(1— #i)—-* dé 

(1, 0) 

= (1 — #7) (1 — et) B(B,y — B) F(a, 8, 7, 2). 
Damit ist also fiir das Integral F(a, 8, y, 2) der Gaufs- 
schen Differentialgleichung eine fiir alle endlichen Werte 
von « (mit Ausnahme von 0 und 1) giiltige einheitliche 
Darstellung gefunden. 

Wenn die realen Teile von @ und y— # wesent- 
lich positiv sind, kann man das wu, definierende, tiber die 
Doppelschleife (1,0) erstreckte Integral in ahnlicher Weise 
umformen, wie wir es mit dem Integrale (27) gethan haben. 
Es ergiebt sich 

[@-*0—ar-*-*(1— #2) -*dt 
(1, 0) 


1 . 
= (1 — e748) (1 — OANA) ae (1—#r-?-1 (1 —at)—* dit, 
0 
und folglich haben wir unter der angegebenen Voraussetzung 
1 
(B) fe (1—t)’-8-1(1—at)—* dt=B (6,y—8) F(a, 8,7,2); 
0 


dies ist die von Euler gegebene Darstellung der Funktion 
F (a, 6,7, x) durch ein bestimmtes Integral. 
Setzen wir in dieser Gleichung an die Stelle von 
(1 — xt)—* die bereits oben aufgestellte Reihe 
Schlesinger, Differentialgleichungen. 4A 


162 IV. Die Gaufssche Differentialgleichung. 
¥ a(a@-+ 1) = k— tt, 
k=0 r 2. 


die jetzt, da ¢ zwischen 0 und 1 liegt, fiir |w|<<1 kon- 
vergiert, so folgt: 


k=0 e 


a F(a, B, 7, ”). 
Beachten wir nun, dafs 


1 
[ete —ty-P-1dt = Be +h, y—8) 
6 
ist, und vergleichen wir, indem wir fir F(a, 6,y,2) die 


Gaufssche Reihe gesetzt denken, in (28) beiderseits die 
Koeffizienten gleich hoher Potenzen von 2, so ergiebt sich: 


ae = aoe oe 
oder indem wir =p, y — nib q setzen: 
pp +1)... p+h—-D 
8) 2OThD— Gy aptat)..prytety PO 
(k = 1, 2,3,...) 


dies ist eine oft gebrauchte Eigenschaft der Betafunktion. 
Setzen wir noch p=—1, so ist 


1 
Big =/a—o- ae =, 
0 q 


wir haben also die interessante Gleichung: 
A he ey 
Bk+1,Q)= 


PG Veet A) 


Mit Hiilfe der Gleichung (B) kénnen wir jetzt auch den 
Wert von F'(a, 8,7, ©) fiir «= 1 durch Betafunktionen dar- 
stellen; setzen wir nimlich «= 1, so ist, vorausgesetzt dafs 
die realen Teile von @ und y — a— 8 wesentlich positiv sind, 


[o-* aye #1 dt-= BE, y— 8) f(@,By7) 
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oder indem wir das Integral auf der linken Seite durch 
die betreffende Betafunktion ersetzen: 


B (6, Vera ee p) 
a = 
f (@, B, 7) B (6, 7— 8) b) 
dies ist die in der Nr. 37 (S. 146) erwihnte Darstellung. 
Aus funktionentheoretischen Griinden erhellt, dafs die Giiltig- 
keit dieser Gleichung von der gemachten Voraussetzung 
tiber 6 und y — a — # unabhingig ist. 


42. Darstellung des zweiten zu «=—0 gehdrigen 

kanonischen Integrals. Differentialgleichung fiir 

die Periodicititsmoduln des elliptischen Integrals 
erster Gattung. 


Wir betrachten nun das tiber die Doppelschleife (0, 2) 
erstreckte Integral 
fe-71 (1 — 2-8-1 @ —2)—* dz. 
(0, a) 
Unter der Voraussetzung, dafs die realen Teile von « — y--1 
und 1 — a wesentlich positiv sind, formen wir dieses Integral 
gleich in dhnlicher Weise um, wie oben das Integral (27) 
umgeformt wurde, indem wir die Doppelschleife (0, x) dicht 
an die geradlinige Verbindungslinie von 0 mit « heran- 
ziehen. Es ergiebt sich so 
famr — z)¥—P—1 (ag — z)-* dz 
(0, a) 


= — (1—¢?7*(@—7) (1 e284) [24-11 —2)v-8-1(@—2) Side 
6 


Wenn |#| <1, so ist innerhalb der Grenzen der Integration 
auch |z|<( 1, wir kénnen also nach dem binomischen Lehr- 


satz entwickeln: 
‘al 1 OW (ye Bk 
aaa haat Sie as aaa ae 


Dies in das Integral auf der rechten Seite eingesetzt und 
gliedweise integriert, giebt: 


14* 
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x 


fer—7 (1 —2)jr-#-1 (@ — 2) "dz 
6 


x 


0 


In dem unter dem Summenzeichen auftretenden Integrale 
setzen wir 


dg-—= £01, 
dann wird 


a 
permit (@ — 2) — 2 dz = fat—1+" te —y tke — et) -¢ wt, 
0 0 


= a'-1t* B(a—y 414k, 1—2), 
oder indem wir die in der vorigen Nummer entwickelte 
Gleichung fiir B(p +k, q) benutzen 

[er—-Y+* (@ —2)—* dz 
0 
(Gana re Ome Von ae 
= e-r1tk Bia Lio: 
@—N@=y-F))... y+ 4-1 Co a 


Wir finden also mit Riicksicht auf die Form der Koeffizienten 
der Gaufsschen Reihe 


x 


AI Ce dz 
0 


=B(a—y+1, ae ec th Ma7 4-1, Gye l, 2 ne) 
und diese, zunichst fiir | «|< 1 abgeleitete Gleichung, bleibt 
natiirlich fiir alle «-Werte bestehen. Wir haben also auf 
diese Weise auch fiir u,, eine allenthalben giiltige Dar- 
stellung durch ein bestimmtes Integral. 

In abnlicher Weise kann man die Identitat der tibrigen 
Doppelschleifenintegrale mit den Elementen der zu « = 1, 
“e=—=o gehdérigen kanonischen Fundamentalsysteme nach- 
weisen. Wir gehen hierauf nicht weiter ein, bemerken aber, 
dafs die Darstellung der Liésungen der Gaufsschen 
Differentialgleichung in der Form von bestimmten Integralen 
sehr geeignet ist, zur Aufstellung der diesen Lésungen ent- 
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sprechenden Fundamentalsubstitutionen. Dieselbe Methode, 
durch welche wir hier die Integration der Gaufsschen 
Differentialgleichung durch bestimmte Integrale geleistet 
haben, bleibt auch fiir eine beliebige lineare homogene 
Differentialgleichung mit rationalen Koeffizienten anwendbar. 
Wir verweisen in Bezug auf diese Fragen auf Band II, 1 
des Handbuchs, wo auch die einschligige Litteratur zu 
finden ist. 

Nur noch eines interessanten Spezialfalles wollen wir 
Erwahnung thun, des Falles naimlich, wo 


1 if 
Ce Ge, Roar ae I 


Hier ist 1—y—0, das zweite zu «0 gehorige kanonische 


Integral wird also einen Logarithmus enthalten. Das 
Integral (17) (S. 151) lautet jetzt 


4 { dz 
—1)~ sip) ae 
eee? (2 z ( ) a —— ) 


L 


und die Funktion  (z) ist (S. 155) 
e@Q=s A (—ie—a-t. 


Da sich diese Funktion beim Uberschreiten eines jeden der 
Querschnitte /,, /,,/ mit dem Faktor —1 multipliziert, er- 
halten wir in diesem Falle brauchbare Integrationswege L, 
indem wir einfach geschlossene Wege nehmen, die je zwei 
der Punkte 
is 0, 12 L, CO 

einschliefsen. Bezeichnen wir einen geschlossenen Weg, der 
die beiden Punkte <, & im positiven Sinne einschliefst, durch 


[:, &], (i,k =0, 1, #, 0; Ek) 
so stellen z. B. die Integrale 


dz : dz 
9k— > Pad. GE Nowe 
/ V 42 (2-1) (e—2) i; V 42 (2-1) (e—2) 


ea [co a] 
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ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung 


au du 1 
dar, wie aus der Gaufsschen Differentialgleichung fiir die 
angegebenen Werte der a, 8, y hervorgeht. 
Das unbestimmte Integral 


dz 
=f V 42 (e— 1) —.2) 


ist ein elliptisches Integral erster Gattung; durch 
die Substitution 


idioms 3 


S dz=—2t-%dt 


verwandelt sich dasselbe in die Legendre-Jacobische 
Normalform (vergl. Nr. 5, S. 18) 


dt 
Vi et) 


mit dem Modul 
k=Ve. 


Die Gréfsen 4 AK und 2K’? sind nichts anderes, wie 
die sogenannten Periodicititsmoduln dieses elliptischen 
Integrals; als Funktionen von «= k? autgefafst, befriedigen 
diese also die Differentialgleichung (C), die zuerst von 
Legendre*) aufgestellt worden ist. 

Setzt man aoe 

a 


eke 
so hat diese Grifse (der Quotient der Elemente eines 
Fundamentalsystems der Differentialgleichung (C)), wie man 
in der Theorie der elliptischen Funktionen zeigt, die Eigen- 
schaft, dafs ihr Koeffizient von 7 stets, d. h. fiir jeden von 


0, Le 
verschiedenen Wert von « wesentlich positiv ist. Der abso- 


lute Betrag von : 
C= etzi 


*) Traité des fonctions elliptiques I (1825), S. 62 ff. 
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ist folglich stets kleiner als Eins, und dieser Umstand be- 
wirkt die Konvergenz der von Jacobi in die Theorie der 
elliptischen Funktionen eingefiihrten Thetareihen.*) Mit 
Hilfe dieser Reihen hat Jacobi**) die folgende Darstellung 
des Moduls & durch den Quotienten + gegeben: 


1 9 25 
Uae Oe Digt a Sig* Log 4 +... 
1+2¢+29q*+29°+....’ 

welche lehrt, dafs V & und folglich auch « eine eindeutige, 
nur fiir Werte von +, deren Koeffizient von 7 positiv ist, 
definierte Funktion von 7 ist. Diese Funktion, die sogenannte 
elliptische Modulfunktion, entsteht also durch Inversion 
des Quotienten der Elemente eines Fundamentalsystems der 
Differentialgleichung (C). Sie bildet aber nur das erste 
Glied in der Reihe viel allgemeinerer eindeutiger Funktionen, 
die durch Inversion des Quotienten der Elemente eines 
Fundamentalsystems gewisser linearer Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung der Fuchsschen Klasse entstehen, und die, 
nachdem Herr Fuchs zuerst auf dieselben aufmerksam ge- 
macht hatte, von Herrn Poincaré zum Gegenstande einer 
ausgedehnten Theorie gemacht und als Fuchssche beziehungs- 
weise Kleinsche Funktionen bezeichnet worden sind.***) 

Wir geben hier nur noch die Entwickelungen der Ele- 
mente des zu «—O gehorigen kanonischen Fundamental- 
systems der Differentialgleichung (C): 


Uy, = F(4,4,1,2), 


Uo fa Ls (3, 4; 1, a) ca F(t, 4, 1a x) log v, 
woselbst 


hand Sey 
allies a ia en Vd ca ead Wee 5 
FGite=4t S| Qe An en! | iS y ae 


*) Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum, Werke 1, 
Sp weatla a Elie (GD 2s 
**) ebenda, S. 236, Gln. (10). ; 
***) Vergl. zB. Handbuch, Bd. II, 2, wo auch die einschligige 
Litteratur angegeben ist. 


168 IV. Die Gauflssche Differentialgleichung. 


43. Funktionssysteme, die zu derselben 
Klasse gehoren. 


Kin Fundamentalsystem w, ,v, der Gaufsschen Differential- 
gleichung ist dadurch charakterisiert, dafs die Funktionen 
u,, M, an keiner Stelle unbestimmt und nur fiir 

Cia N) a Ae 300 


singulir sind, und dafs sie beim Uberschreiten der Quer- 
schnitte i, 4, (vergl. Nr. 37, S. 142) im positiven Sinne ge- 
wisse lineare Substitutionen 


0) 2(0 Dine dl 
A ) Bo ) | = f AU My 
(0 Op) fey a 1 1) |? 
2 ey | Ae 
beim Umkreisen von «oo im positiven Sinne die Sub- 
stitution 


o= 


erfahren. Dabei sind die Wurzeln der zu «0 gehirigen 
Fundamentalgleichung 


0 0) 
ie =a WY es 


= 0 
0 0) ? 
MY eg 


0 und e—?7*y, die Wurzeln der zu «1 gehérigen Fundamental- 
gleichung 
gy gp 


by 3 See 


= 0, 


0 und e#7*7—¢—8), endlich die Wurzeln der zu «=o ge- 
horigen Fundamentalgleichung 


ere) Boe 


105 
Ph gen 


———()) 
e270 und e278 


Sei nun v,,v, ein Funktioussystem, welches ebenfalls 
nirgends unbestimmt und nur fiir 


——— 0, 1 ee) 
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singuliir ist und welches beim Uberschreiten der Querschnitte 
/,, 4, im positiven Sinne dieselben Substitutionen S,, S, wie 
U,, U, erfahrt (woraus schon von selbst folgt, dafs ein Um- 
lauf im positiven Sinne um «=o, »,,v, die Substitution 


S, = S'S" 
erleiden lafst), so sagt man mit Riemann,*) dafs dieses 
Funktionssystem mit u,, uv, zur selben Klasse gehdrt. 
Offenbar folgt aus dieser Definition, dafs das System 
der Ableitungen n-ter Ordnung 


1, uf 


von w,,v, ein mit u,, uv, zur selben Klasse gehériges Funktions- 


system bildet. Nun folgt aus der Differentialgleichung, dafs 
fiir irgend eine Liésung derselben 


(30) u' =a,u-+ bw 
ist, wo die a,, 6, rationale Funktionen von wz, namlich 
Bats ap i Eo Cereal 7 
: z(1l—a)’ ? «#(1—2) 
bedeuten. Differentiiert man diese Gleichung nach w und 


ersetzt auf der rechten Seite w'’ durch seinen Wert (30), so 
ergiebt sich 


3) — , 
u® =a, u-- 6, w’, 


wo a3, 0, ebenfalls rationale Funktionen von « bedeuten, 
deren Nenner nur fiir « — 0, «—1 verschwindet, und durch 
fortgesetzte Differentiation und wiederholte Benutzung von 
(30) folgt ebenso allgemein 


u) —= dy, u- b, uv’, 
wo auch dp, b, rationale Funktionen von w sind, die nur fiir 
2—0,7—1 Pole besitzen. Fiir das System der n-ten Ab- 
leitungen von u,, uv, bestehen also die Gleichungen 
ul” — ay U, + by u,', 
us” = a, U, + On U,’. 
*) Werke, S. 380. Vergl. fiir das Folgende Riemanns bereits 


oft genannte Abhandlung, Werke, S. 67 ff, und auch Handbuch, 
Bd. II, 1, 8. 365 ff. 
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Hat man tiberhaupt ein Funktionssystem von der Form 


Au, + Bu’, 
(31) Wes + Bu,', 
wo A, # rationale Funktionen von « bedeuten, deren Nenner 
nur fiir z—0O und «—1 verschwinden, so ist evident, dafs 
dieses Funktionssystem mit u,,u, zur selben Klasse gehdért; 
es besteht aber auch der umgekehrte Satz: 

Jedes mit u,, u, zur selben Klasse gehodrige 
Funktionssystem ist in der Form (31) darstellbar, 
wo A, & rationale Funktionen von der angegebenen 
Beschaffenheit bedeuten. 

In der That sei v,, v, ein beliebiges, mit u,, uw, zu der- 
selben Klasse gehériges Funktionssystem, dann werden durch 
die Gleichungen 


(82) | 


die Grofsen 


v7, =Au,-+ Bu, 
v1 == Aw, + dd -u,!, 


v1 U 1 Uy Uy 
Uy 
On U v 
2 2 2 2 
A —— ) = 
, 
U 1 Uy, U 1 Uy 
Uy ' 
Uy Uy Us Us 


als Funktionen von « bestimmt, die offenbar an keiner Stelle 
unbestimmt und innerhalb der Flaiche T (Nr. 37, S. 142) ein- 
deutig sind. Uberschreitet « den Querschnitt 2, im positiven 
Sinne, so erleiden die Funktionssysteme 


(u,, Uy), (u,', Ug"), (%,, Vq) 


die Substitution S,. Also verwandelt sich die gemeinsame 
Ne ca ee von A, & in 


Bu a ae Bie u, B Bi) u, “oe Biz Uy 
0 
ay u, + peu pe) ae 


und eee multipliziert sich jede der Zahlerdetermi- 
nanten mit dem selben Faktor 
ae 


0 0)}? 
alee 


(0) My 
11 


(0) 0) 
21 (422 


U, U,! 
’ 


Uy Ug 
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A, B selbst bleiben also ungeiindert. Ebenso multiplizieren 
sich, wenn x den Querschnitt /, tiberschreitet, Zihler und 
Nenner von A, B mit dem Faktor 


(1) (1) 
11 P12 
Cy -eo ni 
Bien 222 


so dafs A, B wieder ungeindert bleiben. D. h. A, B sind 
nicht nur innerhalb 7, sondern in der ganzen 2z-Ebene ein- 
deutig, und da diese beiden Funktionen tiberdies keine Stelle 
der Unbestimmtheit besitzen, sind es nach einem bekannten 
Satze der Funktionentheorie rationale Funktionen von ~. 

Singulaire Stellen von A, B kénnen, abgesehen von den 
Punkten 


t= 1, °o0,, 


WO U,, My, U,, ¥, Selbst singular sind, nur dort auftreten, wo 
der Nenner verschwindet. Dieser Nenner ist aber die Deter- 
minante des Fundamentalsystems u,, u,, also (Nr. 18, S. 69) 
sia ere a nl dove LS 


U, Uy’ — Uy U,' = const. e PE 
und kann folglich nur fiir die Punkte «0,1, selbst 
verschwinden. Damit ist aber gezeigt, dafs die rationalen 
Funktionen A, B in der That die in dem zu beweisenden 
Satze angegebene Form haben. 

Nimmt man zu den Gleichungen (32) noch die analogen 
fiir v,', v,’ und v,", v,'’ bestehenden 


Vigadee ’ 243 Ae 
am u, + B, UCU ae kag u, + B, Wats 


SA tg alan (i Cp = Ag Uy p> Diy Ue, 
hinzu, so erkennt man, dafs v,, v, der Differentialgleichung 
Be yen’ 75 
(33) = wa eee c= (), 
ae 


also einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit in w rationalen Koeffizienten Geniige leisten. 
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Wenn diese Differentialgleichung wirklich von der zweiten 
Ordnung, d. h. 
AB,—A,B#F0 
ist, *) konstituieren v,, v, ein Fundamentalsystem, und da 
diese beiden Funktionen keine Unbestimmtheitsstellen be- 
sitzen, gehirt die Differentialgleichung (33) zur Fuchsschen 
Klasse. Unter gewissen Bedingungen kann (33) wieder eine 
Gaufssche Differentialgleichung sein; wenn dies der Fall 
ist und die den Gréfsen a, 8, y entsprechenden Gréfsen in 
dieser Gaufsschen Differentialgleichung die Werte a’, (’, 7’ 
haben, so mufs jedenfalls 
e— 2niy — Om aie e2zi(y—a—f) — NES SAS) 


CAP hee GSS PENSE AT AG IS 


sein. Hieraus folgt aber, dafs die Differenzen 

a— a’, P26, jae 
ganze Zahlen sind. Die Gleichungen (82) stellen dann 
Beziehungen dar, die sich in Relationen zwischen gewissen 
Gaufsschen Reihen umsetzen lassen. Spezielle Fille solcher 


Relationen hat Gaufs in seiner citierten Abhandlung als 
»relationes inter functiones contiguas“ aufgestellt. 


44. Behandlung eines speziellen Falles. 


Wir betrachten nun den besonderen Fall, wo 
= ies 7 0 Te 
ist. In diesem Falle ist die Differentialgleichung (33) wirklich 
eine Gaufssche. Um dies einzusehen, bemerken wir, dafs 
(33) durch 


(n—1) (n — 1) 


Uol » Uo2 
=i n—1 
(34) ut A wees) 
(n—1) (n—1) 
Up > Ung 


*) Die Determinante A B, —- A, B kann uur fiir spezielle Werte der 
a, 6, y identisch verschwinden. Wenn dies eintritt, geniigt ein Integral 
der Gaufsschen Differentialgleichung (1) einer homogenen linearen 
Differentialgleichung erster Ordnung mit rationalen Koeffizienten; 
man sagt dann von der Gaufsschen Differentialgleichung, sie sei 
reduktibel; vergl. hierfiir Frobenius, Crelles Journal Bd. 76, S. 236 ff. 
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befriedigt wird, und dafs diese Integralpaare, zufolge der 
allgemeinen Theorie, die zu den singuliren Punkten 0, 1, o 
gehorigen kanonischen Fundamentalsysteme der Differential- 
gleichung (33) darstellen. Im allgemeinen kann die Differential- 
gleichung (33) aufser den singuliiren Punkten 0,1, © noch 
andere singulire Punkte besitzen, diejenigen Punkte nimlich, 
fiir welche der Zihler der rationalen Funktion 
AB, — A, B, 

die in (83) den Koeffizienten von v’ bildet, verschwindet. 
Da aber in der Umgebung solcher singuléren Punkte die 
Integrale v,, v,, und folglich alle Integrale von (83) holo- 
morph sind, miissen die Wurzeln der zu diesen Punkten 
gehérigen determinierenden Fundamentalgleichungen positive 
ganze Zahlen oder Null sein, es diirfen aber gleichwohl keine 
Logarithmen auftreten. Man nennt solche singulaire Punkte 
aufserwesentlich singulaire.*) Wenn solche singulire 
Punkte vorhanden sind, so ist zufolge der Fuchsschen Relation 
(Nr. 28, S. 111) die Summe der Wurzeln der zu den Punkten 
0,1, © gehérigen determinierenden Fundamentalgleichungen 
nicht gleich Eins, sondern gleich einer anderen ganzen Zahl. 

Nun gehért aber das erste Paar der Integrale (84) zu 
den Exponenten 

Vike Yaa 1), 
das zweite Paar zu den Exponenten 
0, y—a—8—(n—}, 
das dritte Paar zu den Exponenten 
a+tn—1, 6+n—1, 
die Summe dieser sechs Gréfsen ist gleich Eins, so dafs also 
fiir die Differentialgleichung, der 
ui” _ - uf 1) 
Geniige leisten, das Auftreten von aufserwesentlich singularen 
Stellen ausgeschlossen ist. Zugleich lehrt die angegebene 
Form der Exponenten, dafs jene Differentialgleichung wirklich 
eine Gaulssche ist, in welcher an Stelle der 
a, B, 7) 

atn—1, @+n—1, y+n—1 


*) Fuchs, Crelles Journal Bd. 68, S. 378. 
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zu setzen sind. Die Differentialgleichung, der die vera, 
uf’ und iiberhaupt die (n—1)ten Ableitungen der 
Lésungen unserer ursprtinglichen Gaufsschen Differential- 
gleichung (1) geniigen, lautet folglich 
d2 y—0 due) 
aaa ee nea a al i) mel Ce oA Yd aa pg 
— (a+ n—1) (G4 n—1)um-9 = 0, 
worin wir die abhingige Variable gleich, als (n — 1) te Ab- 
leitung von wu, durch w”— bezeichnet haben. 
Multiplizieren wir nun*) diese Gleichung mit 
aytn—2 (1 = Ey is idee fo - 


so kénnen wir sie in der Form 


aes {ay-ba=1 ()\— gate —7-ewiegh 


= (a-+n— 1) (6+n—1)ar+™—2 (1 —a)jeth-ytn— lym 


schreiben. Differentiieren wir diese Gleichung (n — 1) mal, 
so kommt 


qd” 
qm tae ne (1 — gyrre—-r+n wn) 
d*®-i 
ag lame Dees at W rrmomeert fiat ee Deine Re eS) 


Setzen wir hierin der Reihe nach 
(a eRe le 
und multiplizieren die so entstehenden Gleichungen mit 
einander, so erhalten wir 
Che 
d ak 
=a(a+1)...(a+hk-1)8(6+1)...(8-+k—-L)a’—1(1—a)7+ 8-7 u, 
Von dieser interessanten Gleichung werden wir jetzt in 


einem besonderen Falle eine wichtige Anwendung zu machen 
haben. 


ace (1 nome Ger Tabs ul) 


*) Jordan, Cours d’Analyse III, S, 230; vergl. fiir das folgende: 
Jacobi, Crelles Journal Bd. 15 (Werke VI, S. 86 ff.) 
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45. Legendresche Polynome.. 


Setzen wir in der Gaufsschen Reihe 


(@+1)...(@-+»—1)(@+))...(8--o—1) , 
Flesh. 72) = ee @-+9—1) 


an die Stelle von @ eine negative ganze Zahl — k, so bricht 

die Reihe mit dem (4-+-1)ten Gliede ab, sie stellt also. 

eine ganze rationale Funktion k-ten Grades von « dar.*) 
Offenbar ist alsdann: 


i a(a+1)..(a+k—I1)hk! 
oe re F ae k zt) = 
pe 7 Ey EE 1) 
Setzen wir also in die am Schlusse der vorigen Nummer 


abgeleitete Gleichung fiir w diese abbrechende Gaufssche 
Reihe ein, so erhalten wir nach gehériger Reduktion 


F(a, — k, y, #) 


1. 


1 
V+)... +k-1) at (1-2) 
und indem wir a-+-k an die Stelle von @ setzen 

P(a + k,—k,y,2) 
a 1 dé 
704). h Dat aye ada 
Nehmen wir hierin a1, y—1, so ergiebt sich 
Id 
P(k+1,—4, 1, 2) = at [a (1 — w)}. 


Diese spezielle ganze rationale Funktion k-ten Grades 
geniigt einer Gaufsschen Differentialgleichung, in welcher 


a=—k-+1, p=—k, pai | 
ist, die also die Form hat 


dt +k—1 a 
pas (1-2) ~%), 


gira (4 —g)ark— mv 


du du 


x (1 — x) tak oe a +k(k+1ju=0. 


*) Wir sehen hier einen Fall, wo die Konvergenz der Reihe iiber 
den Bereich |x| < 4 hinausreicht, vergl. die Bemerkung in der Nr. 30, 
8. 4118. 
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Setzen wir hierin 
L—<¢ 


Wate ame a ee 
so ist 
du ae GP am d2u 


da Gt tent 
und allgemein 


d® u d* u 


= ( 2)e d te? 


die Differentialgleichung nimmt also die Form an 


2 
CE a a igee ph 


und ihr ganzes rationales a lautet: 


1—t 1 dk (f1—t 1-2 \ 

F(A-H1,—51, 2 )=a' 2 Ta 2 WS ) 
1 ae 

= Hor ae © 

man bezeichnet diese ganze Funktion k-ten Grades von ¢ 


gewohnlich durch X, und nennt sie ein Legendresches 
Polynom oder auch eine Kugelfunktion k-ter Ordnung.*) 

Die Kugelfunktionen sind in der Potentialtheorie von 
hervorragender Wichtigkeit; von ihren zahlreichen inter- 
essanten Eigenschaften wollen wir nur eine hervorheben, die 
aus der gegebenen Darstellung unmittelbar folgt. 

Bedeutet g(¢) eine ganze rationale Funktion von ¢, und 
sind die simtlichen Wurzeln der Gleichung 


g(t) =0 


real und zwischen den Grenzen a, 6 gelegen, so gilt, wie 
man durch Anwendung des Rolleschen Satzes sofort ein- 
sieht, das gleiche von den Wurzeln der Gleichung 


gO)=0 


d x” 


Le 


y 


*) Vergl. fiir die Theorie dieser Funktionen: Heine, Handbuch 
der Kugelfunktionen Bd. I, wo auch Litteraturangaben zu finden sind. 
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und ebenso von allen folgenden abgeleiteten Gleichungen. 
Wendet man diese Bemerkung auf 


GO 1) 
an, so folgt, dafs die simtlichen Wurzeln der Gleichung 


hae! 
~ hl Ok 


real und zwischen —1 und +1 gelegen sind. 

Auf diese Eigenschaft der Legendreschen Polynome 
griindet sich eine wichtige Anwendung derselben in der 
Lehre von der angentherten Berechnung bestimmter Integrale, 
wofiir man Gauls’ Abhandlung ,,Nova methodus integralium 
valores per approximationem inveniendi“ vergleichen mag.*) 


X;, 


Cae 
cp eee ae 


*) Werke III, S. 361. 
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Funftes Kapitel. 


Untersuchung der Integrale in der Um- 
gebung einer Stelle der Unbestimmtheit. 


46. Punkte der Unbestimmtheit. Der Fall, wo 
wenigstens ein Integral nicht unbestimmt wird. 


Wir haben uns, abgesehen von den allgemeinen Er- 
érterungen der Nummern 19—21, bisher nur mit dem Falle 
beschiftigt, wo die Integrale einer Ditferentialgleichung 
entweder in der ganzen Ebene keinen Punkt der Un- 
bestimmtheit besitzen, oder doch in einem singuliéren Punkte, 
auf dessen Umgebung sich dann die Untersuchung be- 
schrinkte, nicht unbestimmt wurden. Die entwickelten 
Methoden haben uns iiber das Verhalten eines Integrals in 
der ganzen Umgebung eines solchen singuliiren Punktes er- 
schépfenden Aufschlufs gegeben, und uns zugleich analytische 
Ausdriicke geliefert, die zur Wertberechnung fiir Punkte 
dieser Umgebung geeignet waren. Wenn wir uns jetzt dem 
Falle zuwenden, wo die Integrale einer Differentialgleichung 
in einem singuliren Punkte unbestimmt sind, so miissen wir 
vorweg bemerken, dafs bei dem gegenwiirtigen Stande der 
analytischen Forschung eine gleich befriedigende Behandlung 
dieses Falles nicht méglich ist, wenngleich in der jiingsten 
Zeit, namentlich durch Herrn Poincaré, Methoden ausgebildet 
worden sind, die schon interessante und wichtige Resultate, 
die sich auf diesen Fall beziehen, geliefert haben, und deren 
weitere Fortbildung noch mehr solcher Resultate zu verheifsen 
scheint. Bei diesen Methoden spielen gewisse divergente 


46. Der Fall eines nicht unbestimmten Integrals. 179 


Reihen eine Rolle, die einer Differentialgleichung formal 
Geniige leisten. Wir wenden uns gleich einer Untersuchung 
zu, wo soleche Reihen auftreten werden. 

Wir betrachten eine lineare homogene Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 


au 
(1) 


d x? 
in der Umgebung einer singuliiren Stelle, wo die Koeffi- 
zienten P,Q wie rationale Funktionen unendlich werden. 
Mit Riicksicht auf eine spater zu machende Anwendung 
nehmen wir an, dafs diese Stelle der unendlich ferne Punkt 
der «-Ebene sei; der Fall einer im endlichen gelegenen 
Stelle «=a kann durch die Substitution 


rots 


stets auf diesen zuriickgefiihrt werden. 

In der Nr. 27 (S. 108) wurde gezeigt, dafs die not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafs die In- 
tegrale von (1) fiir «=o nicht unbestimmt werden, darin 
besteht, dafs 


1 ‘te qh if 
pP=—8,(—), g= = %,(—) 


sei, wo ‘3,, 5, nach positiven ganzen Potenzen von «—! 
fortschreitende und in einer gewissen Umgebung von # = oo 
konvergente Reihen bedeuten. Wenn also P, Q nicht diese 
Form haben, so kénnen keinesfalls alle Integrale von (1) 
die Eigenschaft haben, fiir «—o nicht unbestimmt zu 
werden. Wir fragen zuniichst,*) wie miissen die Koeffi- 
zienten P,Q beschaffen sein, damit ein Integral von (1) 
existieren kénne, welches in eo nicht unbestimmt wird? 
Wir schreiben (1) in der Form 


, au 1\ du 1 
(2) Dw=e tt +eR(-) | P,(—)u=0, 


da 


du 
| Bi 
1 a oka 


wo die P,, P,, da P,Q fiir «=o den Charakter von 


*) Vergl. fiir das folgende: Thomé, Crelles Journal Bd. 74, 
S. 193 ff.; Frobenius, ebenda Bd. 80, S, 317 ff. 
AO 
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rationalen Funktionen besitzen sollten, jedenfalls in der 
Umgebung von «oo die Form 


ai Ju 
ee +6, a"! Fe My FOR FO 9 Penny 
(3) 


ax 
1 it 
= Bm 2" + Bm — 12" ' +... + By FB-1 7 + Bag + 


haben. Wenn m—xn=—0O ist, so haben wir den bereits 
erledigten Fall, wo kein Integral fiir «oo unbestimmt ist. 
Es ist also im folgenden wenigstens eine der Zahlen m, n 
als von Null verschieden vorauszusetzen. 

Soll nun ein Integral existieren, welches fiir =o 
nicht unbestimmt ist, so wissen wir nach der Bemerkung 
der Nr. 22 (S. 88), dafs dann stets ein in Reihenform 

0 

(4) War a Cy ae, (co ~ 0) 
darstellbares Integral von dieser Beschaffenheit vorhanden 
sein mufs. Wir versuchen also die Differentialgleichung (2) 
durch eine Reihe von dieser Form zu befriedigen. 

Bilden wir zunichst die charakteristische Funktion 


D (a?) = ae e(e—l+el, ies) pine (<)} 


so ist diese, wenn wir die griéfsere der beiden Zahlen m, n 
durch (m,n) bezeichnen, in der Umgebung von «oo in 
der Form 
(m, 7) 
SEN Ooh 


entwickelbar. Setzen wir jetzt ftir u die obige Reihe, so ist 


0 (m, 2) 
DSc orth — Bo, Dirt) — Se, 2 (Pk) ot ere 


k=—o@ k=—o k=—o@w £=>—o 


oder wenn wir nach Potenzen von z ordnen 


(m, 
D(Eqarth— 3 et Shy ide 
k=—@ y=—O 
Diese Reihe soll identisch verschwinden, wir erhalten also 
fiir die c, die Rekursionsformel 
7 onih ta (r —A)= 0. (vy =(m, n), (m,n) —1,...—) 
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Fiir » = (m,n) ergiebt sich 
Sum, m) (r) & ar 0, 
also mufs, da c, #0 ist, r eine Wurzel der Gleichung 


(5) Fim,ny (Q) = 0 
sein. Soll eine Reihe von der Form (4) existieren, die der 
Differentialgleichung formal geniigt, so mufs diese Gleichung 
eine endliche Wurzel besitzen. Wenn nun m> 7 ist, so ist 


F (m,n) (Q) = Bm, 


dieser Fall ist also auszuschliefsen. D. h. es mufs 
m <n sein; in diesem Falle ist 


Tim, n) (@) = @ Gn + Bn 
und folglich 
poy, 

Nun stéfst die Bestimmung der Koeffizienten «, bei will- 
kiirlich gewihltem c, auf keine weiteren Schwierigkeiten; 
wir haben z. B. fiir »=n—1 

fn—1(7) % + fn (7 — 1)e_1=0, 
Te, Be iY. 

Da 7, (0) nur fiir einen Wert von g, nimlich fiir @—=r 
verschwindet, ist 7, (*”—1) und ebenso in den folgenden 
Gleichungen der Koeffizient des neu auftretenden ¢, von Null 
verschieden, die formale Bestimmung der Reihe (4) ist also 
als gelungen anzusehen. 

Soweit war alles ganz analog wie im Falle m= 0, 
n==0; jetzt aber zeigt sich der einschneidende Unterschied. 
Wihrend fiir m—0, n=O die formal hergestellte Reihe 
stets konvergent war in einer gewissen Umgebung des be- 
treffenden Punktes, ist hier die Reihe (4), deren Koeffizienten 
der Rekursionsformel gemifs bestimmt wurden, im all- 
gemeinen divergent. Um dies nachzuweisen, geniigt es, 
an einem Beispiele zu zeigen, dafs die Reihe fiir keinen 
Wert von 2, aufser «= oo konvergiert. 

Sei*) die abuaneiaiee 


Po 4 2(a, aa) 5 + fyu=0 


*) Vergl, Picard, Traité, III, 8. 280. 
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gegeben. Hier ist 

tl — ep ap Oe (k > 0) 
und die charakteristische Funktion lautet 

a { e(9 —1) a @ + Bo a, ox}, 

wir haben also 

Jo (2) =e (Q—H+%e+ Bo» 

Si (0) = % 2 
und alle iibrigen f; sind gleich Null. 7+ hat der Gleichung 

f, @) =%,0=0 

mu geniigen, also ist r= 0, und die Rekursionsformel lautet 


65 €5 — & C21 = 90; 
c_1(2—a, + 8) —2 a, c_2=0, 
c_9(2.3—2a, + 6) —3 a, c_3=—0, 


e_,(v(y+ 1) Vy I-80) (y+ 1) a, ¢_w4yn=0. 
Wir haben demnach 
CoG ye Yl) Pag <1, 
(ei Ga Lye, 


Roa, Vv ay 


—_ are -| Bo 
a v+la, (y+ 1)a,’ 
und der Grenzwert des Gliederquotienten der Reihe fiir ins 
Unendliche wachsendes y ist 


lish oe eee 


Api et Lae ae 


OO; 


die Reihe also fiir jeden endlichen Wert von w divergent. 

Dieses Ergebnis ist nach verschiedenen Seiten hin dufserst 
bemerkenswert. Wir sehen zunichst, dafs nicht notwendiger- 
weise jede Potenzreihe, die einer Differentialgleichung formell 
gentigt, auch als ein Integral zu betrachten ist, da eine solche 
Reihe, wie wir uns eben iiberzeugt haben, auch divergent 
sein kann. Dieser Fall kann aber nur dann eintreten, wenn 
der Punkt, auf den sich das Inkrement, nach dessen Potenzen 
die Reihe fortschreitet, bezicht, eine Stelle der Unbestimmt- 
heit fiir die Integrale der Differentialgleichung ist. Ist 
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dieser Punkt nimlich kein singulirer, oder eine Singularitiit, 
fiir welche die Integrale nicht unbestimmt werden, so haben 
wir im III. Kapitel gezeigt, dafs die formal aufgestellten und 
der Differentialgleichung geniigenden Reihen stets in einer 
gewissen Umgebung jenes Punktes konvergieren. 

Auf der anderen Seite hat aber Herr Poincaré ge- 
zeigt, dafs auch den divergenten Reihen, die einer Differential- 
gleichung formal Geniige leisten, eine hohe analytische Be- 
deutung zukommt, indem solche Reihen, trotz ihrer Divergenz, 
zu einer Wertbestimmung gewisser Integrale in der Nihe 
jener Stelle der Unbestimmtheit benutzt werden kénnen, 
allerdings in einem ganz anderen Sinne, wie dies fiir eine 
konvergente Reihe geschieht. Auf die Wichtigkeit dieses 
Ergebnisses (auch fiir die Anwendungen) wird die Bemerkung 
ein hinreichend helles Licht werfen, dafs die Reihen, durch 
welche man in der Astronomie seit fast einem Jahrhundert 
die Bewegung der Himmelskérper darzustellen pflegt, wie 
Herr Poincaré gezeigt hat, im analytischen Sinne des Wortes, 
nicht konvergieren. 

Wir wenden uns jetzt einer genaueren Betrachtung 
dieser divergenten Reihen zu und bemerken in Bezug auf 
die Frage, von der wir in dieser Nummer ausgegangen 
waren, nur noch, dafs die Reihe (4) unter gewissen 
speziellen Bedingungen, denen die Koeffizienten P, Q 
zu geniigen haben, wohl konvergieren kann, und dafs sie, 
wenn dies der Fall ist, ein fiir eo nicht unbestimmtes 
Integral darstellt. Die Aufstellung dieser Bedingungen ist 
ziemlich kompliziert; immerhin kénnen wir den Fall m <n 
in gewissem Sinne als erledigt ansehen und haben uns nun- - 
mehr mit dem Falle m>>n zu beschiftigen. 


47. Rang einer Differentialgleichung. 
Riccatische Differentialgleichung. Normalreihen. 
Determinierende Faktoren. 


Wir setzen jetzt voraus, dafs in den Entwickelungen (3) 
m>n sei; dann kénnen wir*) 


i=l ve 2(k — 1) 


*) Poincaré, American Journal, Bd. VII, 8. 203 ff. 
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nehmen, wo & eine nicht negative ganze Zahl bedeutet, so 
dafs also 


il 
“eP, == 2 (o,410°-+...-b 4, + ty = eee 


2 9 1 
Py = 2? [Boxe 2?* 4 ne eS ies ne) 


ist. Setzen wir nun die ganzen rationalen Funktionen é-ten 
beziehungsweise 2 k-ten Grades 


On 1 ve + ose =p On Px (2), 
Boupev?* + ...-+ By = pox (), 


und die nach positiven ganzen Potenzen von 2! fort- 
schreitenden und fiir «— oo verschwindenden Reihen 


1 1 1 
Oy Po Pine (=) 


Ties el 1 
ios r By 73 .=@(4), 


so hat die Differentialgleichung (2), nach Division durch x?, 
in der Umgebung von «=o die Form 


lu la net =) | 


ie [ 2 (7) + @ iy Yea; (k 2 0) 


wir sagen dann mit Herrn Poincaré, die Differentialgleichung 
sei vom Range k-+-1. 

Von dieser Differentialgleichung gehen wir*) durch die 
Substitution : 


(7) yank eflela une el My de 


in bekannter Weise zu einer Riccatischen Differential- 
gleichung fiir y iiber. Diese lautet nach Division mit «?* 


*) Poincaré a. a. O.; Horn, Crelles Journal, Bd. 118, 
S. 257 ff. 
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a()| 
ie 


ak 


d 5 1 k 
(8) abe tea a FE Pu (@) > Sea 


sue Pox (®) + Q bay) ae 


wir schreiben sie in der Form 
Deg) , 1 Kee Al : 
(9) « ee yao arte) 
1 1 
+ («, ied f 73 | J =0, 


wo also d,, €, die Koeffizienten der héchsten v-Potenzen in 
Px (@), Pox (w) sind und die in Klammern stehenden Reihen 
in einer gewissen Umgebung von 2 = oo konvergieren. Um 
auch die analoge Form der Riccatischen Gleichung in der 
Umgebung eines im Endlichen gelegenen singuliren Punktes a 
vor Augen zu haben, setzen wir 


1 
ip == = 
§—a 


dann lautet die Differentialgleichung fiir y als Funktion von & 
in der Umgebung von § =a: 


0) Eg = $y [4 +8,E€—4) +...) 
Bs cate Wy HK 


Wir sehen hier den Unterschied gegen den in der Nr. 26 
(S. 99) behandelten Fall der Ricecatischen Gleichung in 
dem Exponenten der mit der Ableitung der unbekannten 
Funktion multiplizierten Potenz von §—a; dort war dieser 
Exponent gleich Eins, hier ist er, da k > 0 ist, mindestens 
gleich Zwei; dort waren die Integrale im n singuliiren Punkte 
E —a nicht unbestimmt, hier ist “‘dagegen & E—a stets eine 
Stelle der Unbestimmtheit ftir die Integrale, da «= o eine 
solehe Stelle fiir alle Integrale von (6) ist. 

In dem in der Nr. 26 behandelten Falle (der aus (10) 
fiir : ——1 hervorgeht) fanden wir im allgemeinen (d. h. 
wenn die Differenz der Wurzeln der determinierenden Funda- 
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mentalgleichung keine ganze Zahl war) zwei in der Um- 
gebung von § =a holomorphe Integrale. — Sehen wir zu, 
ob wir im Falle &>0 die Differentialgleichung (10) auch 
durch eine nach positiven ganzen Potenzen von § — a, also 
die Differentialgleichung (9), auf die wir wieder zuriickgehen 
wollen, durch eine nach positiven ganzen Potenzen von «~! 
fortschreitende Reihe 


1 
YE) aa aeorig ae i 
formal befriedigen kénnen. 
Setzen wir diese Reihe in (9) ein, so kommt 


1 1 1 ; 
2-*(—y, ae ie) +(x ral z a) 


HY iad 


1 1 dl 
(74 es. ..) (8,464 ! ss) bey te,— +... = 0. 


Denken wir uns nach Potenzen von 2 geordnet und die 
einzelnen Koeffizienten gleich Null gesetzt, so finden wir als 
erstes Glied der zur Bestimmung der 7; dienenden Rekursions- 
formel: 


Yo" +799 + & = 0. 
Es mufs also y, eine Wurzel der quadratischen Gleichung 
(11) e? 4d e+-s,=0 
sein, die wir die charakteristische Gleichung nennen 


und deren Wurzeln wir durch ¢,, ¢, bezeichnen wollen. Als 
zweites Glied der Rekursionsformel ergiebt sich 


2%) %1 + Mo % SY Cora ee) 


woraus 
¥o 9, 4 
12 == ; 
ke a 2% + 9 
folgt, wenn 
(13) 27, +6, #0 


ist. Das letztere ist stets der Fall, wenn c, #¢, ist; wir 
setzen der Einfachheit wegen voraus, dafs dies eintritt, d. h. 
dafs die beiden Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung von einander verschieden sind. 
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Unter dieser Voraussetzung ist auch die Berechnung 
der folgenden 7, ohne Schwierigkeit miéglich; wir erhalten 
also, entsprechend den beiden eae C4, Cy, Zwei Reihen 


n= tte te = Sede 


1 
Hedansge tee 


die der Riccatischen Differentialgleichung (9) formal Gentige 
leisten. 

Diese beiden Reihen sind aber im allgemeinen 
divergent. 

Wir bemerken, dafs analoge Betrachtungen auch fiir eine 
beliebige er tata os erster Ordnung von der Form 


ie are 7&9), (k 2 0) 


(14) j 
Yo. = C2 TF Yai 


ax 


angestellt werden kénnen, wo /(&,y) eine rationale Funktion 
von y bedeutet, deren Koeffizienten in der Umgebung von 
§€= a holomorphe Funktionen sind. Da die Prinzipien, die 
bei der Behandlung dieser allgemeinen Differentialgleichung 
zur Anwendung kommen, im wesentlichen dieselben sind wie 
die, welche die Untersuchung der Riccatischen Differential- 
gleichung (10) erfordert, werden wir uns darauf beschriinken, 
diese Prinzipien an dem Falle der Riccatischen Differential- 
gleichung zu erliutern und verweisen fiir die allgemeine 
Frage auf die Arbeiten der Herren Briot und Bouquet, *) 
Poincaré, **) Fuchs ***) und Horn.+) 

Von den Reihen (14) kénnen wir durch die Substitution (7) 
zu Ausdriicken iibergehen, die der linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung (6) formal Geniige leisten. 

In der That erhalten wir durch formale Ausfiihrung der 


dureh die Gleichungen 
kai d < 
eee haae (A=1,2 


angedeuteten Rechnungsoperationen die beiden Ausdriicke 


*) Journal de V’Ecole Polytechnique, Cah. 36. 
**) ebenda, Cah. 45. 

***) Berliner Sitzungsberichte, 1886. 

+) Crelles Journal, Bd. 119. 
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Oe etl J 
ie, a8 Sip les +...+7, 5% 


il 1 
ESE Sip gal ally = Ueto} (A= 1, 2) 


die in (6) fiir w eingesetzt diese Differentialgleichung be- 
friedigen, aber im allgemeinen sind die formal hergestellten 
Reihen 


. i 1 
tir ae as ea shee 


fiir keinen endlichen Wert von « konvergent. Man nennt 
soleche Reihen nach Herrn Thomé,*) der dieselben fiir 
lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung zuerst auf- 
gestellt und untersucht hat, Normalreihen, die Faktoren 


C3 
(17) oar 


fundamentale determinierende Faktoren. Die Be- 
stimmung der Koeffizienten der im Exponenten dieser Fak- 
toren auftretenden ganzen rationalen Funktionen und der 
Exponenten 72,41 ist aus den Koeffizienten der Differential- 
gleichung (6) durch rein algebraische Prozesse méglich; ein 
besonders elegantes Verfahren hierfiir hat P. Giinther **) 
gegeben. 

Wenn die Reihen (16) in einer gewissen Umgebung von 
z= oo konvergent sind, so stellen die Ausdriicke (15) Inte- 
grale der Differentialgleichung (6), sogenannte Normal- 
integrale dar. In diesem Falle sind die Gréfsen 


ri ae OS OPER 


2040) 44 2749 R41 

e 5 te 
die Wurzeln der zu «= oo gehérigen Fundamentalgleichung. 
Sind die Reihen (16) aber divergent, so stehen diese 
Gréfsen mit den Wurzeln der Fundamental gleichung 
im allgemeinen in keinerlei Beziehung. 


*) Crelles Journal, Bde. 83, 91, 95, 96. 
**) ebenda, Bd. 105. 
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48. Begriff der asymptotischen Darstellung. 
Differentialgleichungen vom Range Eins. 
Angeniherte Differentialgleichungen. 


Wie bereits bemerkt, hat Herr Poincaré *) gezeigt, 
dafs den divergenten Reihen, die einer Differentialgleichung 
formal Geniige leisten, trotzdem dieselben im gewoéhnlichen 
Sinne keine Integrale definieren, doch eine analytische und 
praktische Bedeutung zukommt. Diese Bedeutung beruht 
auf dem folgenden Begriffe. 

Sei 

| 1 | 1 | 
a a rT @ 


2) tr or oe 


v Xv 


eine divergente Reihe, und f(x) eine in der Umgebung von 
«== o wohldefinierte Funktion, fiir die der Punkt «= o 
eine Unbestimmtheitsstelle ist; sei dann, wenn w sich in 
einer bestimmten Richtung, z. B. als reale positive 
Groéfse, dem Punkte «=o annihert, fiir jedes positive 
ganzzahlige n 


lim a” Fo) —(a ta, : +... Oy F )} =o, 
c=+o x a“ 
so sagt. man mit Herrn Poincaré, dafs jene divergente 
Reihe die Funktion f(z) asymptotisch darstellt, und 
sehreibt dies: 


1 
J (@) ~ % + 4% = {+ Gy aa me 
Eine derartige analytische Deutung gewisser divergenter 
Reihen findet sich auch schon in iilteren analytischen Unter- 
suchungen. Z.B. tritt im Art. 29 der oft erwihnten Gaufsschen 
Abhandlung tiber die nach ihm benannte Reihe, eine solche 
divergente Reihe auf, deren Koeffizienten die sogenannten 
Bernoullischen Zahlen sind, und die mit der von Gauls 
durch JZ(z) bezeichneten Funktion (von der weiter unten 


*) American Journal, Bd. VII, Acta Mathematica, Bd. VIII; 
diese beiden Abhandlungen, sowie die Arbeiten von Herrn Horn, 
Mathematische Annalen, Bd. 40, bilden die Grundlage der folgenden 
Untersuchungen (bis Nr. 53 einschliefslich). 
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noch die Rede sein wird) in Beziehung gesetzt wird. Gaufs 
sagt daselbst tiber die Anwendung solcher divergenter Reihen: 
»Ceterum negari nequit, theoriam talium serierum diver- 
gentium adhue quibusdam difficultatibus premi, de quibus 
forsan alia occasione pluribus commentabimur.“ Gaufs ist 
auf diese Frage in seinen bisher veréffentlichten Arbeiten 
nicht zuritickgekommen; die oben wiedergegebene Poincaré- 
sche Definition der asymptotischen Darstellung diirfte aber 
wohl die von Gauls gefiihlten Schwierigkeiten in der Theorie 
jener divergenten Reihen beseitigt haben. 

In Bezug auf die Reihen (14) ergiebt sich nun aus den 
Untersuchungen des Herrn Poincaré das folgende Resultat: 

Wenn 2 in einer bestimmten Richtung ins Unendliche 
geht, so giebt es stets ein Integral der Riccatischen 
Differentialgleichung (9), welches durch eine dieser Reihen 
asymptotisch dargestellt wird. Andert man jene Richtung, 
so stellt die betreffende Reihe im allgemeinen immer ein 
anderes Integral asymptotisch dar. In thnlicher Weise stellen 
die Reihen (15) Integrale der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung (6) asymptotisch dar, wenn « in einer bestimmten 
Richtung ins Unendliche einriickt. 

Wir werden diesen Satz nicht allgemein, sondern nur 
an einem Beispiele beweisen; der Gang der Untersuchung 
wird aber an diesem Beispiele vollstiindig derselbe sein wie 
der, den Herr Poincaré im allgemeinen Falle befolgt hat. 

Um zu diesem Beispiele zu gelangen, nehmen wir zu- 
naichst die Zahl k= 0, also den Rang der Gleichung (6) 
gleich Eins; dann reduzieren sich die ganzen Funktionen 
Px (@), Pox (v) auf Konstanten, und die Vergleichung der 
Formeln (6), (8), (9) zeigt, dafs die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung in diesem Falle die Form hat 


d*u tt du 
(18) daz (6, 0, a ee 


ada 


| («+ & : | peer sath 


Die formalen Ausdriicke (15) lauten jetzt 


ete oo / 
(15a) eet) (hes 2) 
a 
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und nach (12) ist 


eh G.d, “be, aed 

(12a) ear Ean (4 = 14, 2) 

Die Bedeutung des Poincaréschen Satzes fiir die An- 
wendungen lafst sich an diesem Beispiele deutlich machen. 
Wiirde man durch eine physikalische Aufgabe auf die 
Gleichung (18) gefiihrt werden und handelte es sich um die 
Bestimmung der Liésungen dieser Gleichung fiir sehr grofse 
Werte von «, so wiirde der Physiker, nachdem er erkannt 
hat, dafs ihm die exakte Integration dieser Differential- 
gleichung wesentliche Schwierigkeiten bereitet, etwa folgender- 


‘ : Brie 
ma(sen schliefsen. Wenn « sehr grofs ist, so ist — und um- 
au 


: 1 ; 
somehr die Potenzen von ee sehr klein, man kann also 


die mit Potenzen dieser Grofse multiplizierten Glieder 
vernachlafsigen und erhalt dadurch die ,, angeniherte 
Differentialgleichung“ 

d* wu du 
dx? F 9% dx 


diese hat konstante Koeffizienten, ihre charakteristische 
Gleichung (vergl. Nr. 29, S. 113) 


e” + 00, + & =0 
hat die Wurzeln ¢,, ¢,, also lautet das allgemeine Integral 
jae Ta wl PZ ip 
WO 7,, 72 Willkiirliche Konstanten bedeuten. Die Lisungen 
e%*, e%* der angeniherten Differentialgleichung sind also hier 
die fundamentalen determinierenden Faktoren der urspriing- 
lichen Gleichung. Nun ist man daran gewéhnt, ohne weiteres 
anzunehmen, dafs eine Lisung einer angeniherten Differential- 
gleichung, die man aus einer gegebenen Differentialgleichung 
durch Vernachlissigung gewisser héherer Potenzen des Inkre- 
ments in deren Koeffizienten erhalten hat, auch eine An- 
niherung an die durch dieselben Anfangswerte bestimmte 
Lisung jener gegebenen Differentialgleichung darstellt. Dies 
ist auch in der That der Fall, wenn die Lésungen der ge- 
gebenen Differentialgleichung in der Umgebung des Punktes, 


(19) 
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auf den sich das Inkrement bezieht, in konvergente Potenz- 
reihen entwickelbar sind, also stets, wenn dieser Punkt kein 
singulirer oder eine Singularitit ist, wo die Integrale nicht 
unbestimmt werden. Ganz anders liegt die Sache aber in 
dem Falle, wo der betreffende Punkt, wie in dem hier be- 
trachteten Beispiele der Punkt «=o, ein Punkt der Un- 
bestimmtheit fiir die Integrale ist. Dann kénnen allerdings 
die Lésungen der angenaherten Differentialgleichung nach 
dem Poincaréschen Satze auch angeniherte Werte der 
Lésungen der urspriinglichen Differentialgleichung liefern, 
aber angeniherte Werte anderer und anderer solcher 
Lisungen, je nach der Richtung, in welcher die 
unabhingige Variable in den betreffenden Punkt 
einriickt. 


49. Laplacesche Differentialgleichung. Integration 
durch bestimmte Integrale. 


In die Klasse der Differentialgleichungen vom Range 
Eins gehoért die Differentialgleichung 
d? u 


35 a CLR . 
(4, bs 5) d&? | (a, b, 5) ae a (Uy ae by 5) Ua 0, 


WO Gp, @,, Ay, 5), 6,, bg Konstanten bedeuten, und die die 
Laplacesche Gleichung genannt wird.*) Um dieselbe direkt 
als speziellen Fall der Gleichung (18) erscheinen zu lassen, 
setzen wir 


dy ae b, § aa, 
wodurch die Laplacesche Differentialgleichung die Form 


2 


du du 


2 = (0, 2 an 0) 


oder nach Division durch z die Form 


du 4 0, \ du fs 
) dx? | (3, | = dx | («, | 1) u==0 


) 


D5) ——@ 


L (ey @ +) w= 0, 


dx dx 


1» €) €, Konstanten bedeuten. Es ist dies 


annimmt, wo 0,, 


_*) Laplace, Théorie analytique des probabilités, Livre I, prémiére 
partie; vergl. Jordan, Cours III, 8. 252 ff; Handbuch I, 8. 409 ff. 
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also gleichsam der einfachste Fall der Gleichung (18) nach 
dem Falle der Differentialgleichung (19) mit konstanten 
Koeffizienten. An diese Gleichung wollen wir unsere weiteren 
Betrachtungen ankniipfen. 

Die singuliren Punkte der Differentialgleichung (20) 
sind «—0 und «=o. In der Umgebung yon «=0 
schreiben wir die Gleichung in der Form 

d2u ey djt@+0, du , #(é dia pai 


d x? “x da | 2 


) 


die Gestalt der Koeffizienten lehrt also, dafs «—0 kein 
Punkt der Unbestimmtheit fiir die Integrale ist. Die deter- 
minierende Fundamentalgleichung 


e(e—1)+ed,=0 
hat die Wurzeln 0 und 1—o,. Sei 1— 0, keine ganze 
Zahl; dann haben die zu «=O gehdrigen kanonischen In- 
tegrale die Form 
a4,+a,e+ta,a?+....,, 
w—d(b, +6,¢+6, 2? -+...). 

Diese Reihen konvergieren nach der allgemeinen Theorie 
(Nr. 30) innerhalb einer sich bis zum niichsten singuliren 
Punkte hin erstreckenden Umgebung von «0; dieser 
nichste Punkt ist aber «=o, die Reihen konvergieren also 
bestindig, d.h. fiir jeden endlichen Wert von 2, das eine 
Integral ist demnach eine ganze transcendente Funktion 
von «z, das andere eine ebensolche Funktion, multipliziert 
mit einer Potenz von «. Die Koeffizienten dieser Reihen 
sind mit Hiilfe der allgemein aufgestellten Rekursionsformel 
leicht zu ermitteln, die Integration der Differentialgleichung (20) 
kann also als vollzogen angesehen werden. 

Aber abgesehen davon, dafs uns diese Differential- 
gleichung als Paradigma fiir die Untersuchung der Integrale 
in der Nahe von «—oo dienen soll, sprechen auch noch 
praktische Grtinde dafiir, bei der erlangten Darstellung 
eines Fundamentalsystems nicht stehen zu bleiben. Difte- 
rentialgleichungen von der Form (20) kommen in den An- 
wendungen sehr hiiufig vor und in der Regel handelt es sich 
um die Untersuchung ihrer Liésungen fiir sehr grofse Werte 
yon «. Fir solehe Werte konvergieren die aufgestellten 

Schlesinger, Differentialgleichungen, 13 
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Reihen aber sehr schlecht, d. h. man mufs sehr viele Glieder 
nehmen, um einen einigermafsen angeniherten Wert zu er- 
halten. Darum hat schon Laplace selbst eine Darstellung 
der Liésungen der nach ihm benannten Differentialgleichung 
durch bestimmte Integrale von der Form 


(21) fw) edz 
iL 


gegeben, und wir wollen jetzt zu dieser Darstellung zu ge- 
Jangen suchen durch Anwendung einer Methode, die der in 
den Nummern 39—42 fiir die Gaufssche Differentialgleichung 
entwickelten analog ist, und gleich dieser auf beliebige 
lineare Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten 
iibertragen werden kann. 

Wir setzen das Integral (21), wo w(z) eine noch zu 
bestimmende Funktion von z (Dichtigkeitsfunktion), Z einen 
ebenfalls geeignet zu bestimmenden geschlossenen In- 
tegrationsweg in der z-Ebene bedeutet,*) in die linke Seite 
D,,(u) der Laplaceschen Differentialgleichung ein, dann ist 


(22) Dz ({w(e) &* dz) = [w (2) Dz (e*) dz. 
i L 
Der Ausdruck 
D, (@*) = @ 2" ef" + (0, + 0.) 26% + (@, w+ &) 


kann nun in folgender Weise umgeformt werden: 
Dz (¢*) = (6, 2 + &) &* + (2? + 09 2 + &) w F* 
2 de 
= (0,2 + &) &* + (2 + 0, 2+ &) 26 


Setzen wir nun den homogenen linearen Differential- 
ausdruck erster Ordnung mit der unabhingigen Variabeln z 


(2 +6,2-+6)-5> + G2+4)0=A.() 


so haben wir die der Gleichung (20) der Nr. 39 (S. 152) 
analoge Gleichung 
D,, (@*) = A, (*), 


wodurch (22) in 


_ ._ *) Wir bemerken tibrigens, dafs das Integral (21) durch einen 
einfachen Grenziibergang aus dem Integrale (17) der Nr. 39 (S. 151) 
erhalten werden kann. 
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(23) D, (fw (2) &* dz) = [w(2) A, (e*) dz 
L L 


tibergeht. 

Wir fassen nun A,(v) als homogenen linearen Differential- 
ausdruck zweiter Ordnung auf, in welchem der Koeffizient 
der zweiten Ableitung gleich Null ist. Dann lautet nach 
den Regeln der Nr. 38 der zu A,(v) adjungierte Differential- 
ausdruck: 


wo 

gq=2?-+ 4, a r=0,2+48, 
za nehmen ist, und der begleitende bilineare Differential- 
ausdruck ist einfach 


AG, == 9 Ow. 
Durch Anwendung der La EER Identitiit 


w Az (v) =v A, (w) + + —(qvw), v= el, 


auf den auf der rechten <0 der Gleichung (23) unter 
dem Integralzeichen stehenden Ausdruck, verwandelt sich 
diese Gleichung in 


— d 
Peay? taal Bueodect feta w) dz. 
E 


Das Integral (21) wird folglich eine Lisung der Diffe- 
rentialgleichung (20) oder 


Dj 0) 
darstellen, wenn w(z) als Lésung der Gleichung 
(24) A, (w) = 0 


und Z so gewahlt wird, dafs 
(25) ve (qe*w)dz—0. 


AN ics 
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50. Bestimmung der Dichtigkeitsfunktion und des 
Integrationsweges. 


Die Integration der Differentialgleichung (24), die man 
die Laplacesche Transformierte von (20) nennt, lafst 
sich ohne Schwierigkeit vollziehen. Diese Gleichung lautet 
niimlich 

d(qw 
290) rw 
woraus sich 
d log (qw) r 


dz oe 

also durch Integration 

1 | cS dz 
—=—e 

q 
ergiebt. Die singuliren Punkte der Differentialgleichung (24) 
sind die Wurzeln c,,c, der Gleichung 

q=2?-+ 02+ 8 =), 

wir setzen wie im allgemeinen Falle voraus, dals c, #«¢, 
sei. Denken wir uns 


Bs é, + 0,2 


q PS (e—¢,) (e—«)’ 
in Partialbriiche zerlegt 


Ww 


Bilge, at, 
qQ @—G | z—6,’ 
so ist 
USO an _ & +9) % 
; Oc GG 
oder, da 
C+ ¢, =— 09, 6, —¢, =— 4, — 24, 4, —¢, = —0, —26, 
ist, mit Riicksicht auf die Gleichung (12a) (S. 191) 
(26) og Racer Nas Name pum (2 Be 


Wir haben also bei geeigneter Wahl der Integrations- 
konstanten 
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1 
== Ge (2——-¢, "= (2—¢, )** = (2 —'e, 4-1 (e —¢,)%e—! 


und folglich 
A, (27, w) = &* q w= &* (2 — ¢,)% (e — 6,)™. 
Das der Differentialgleichung (20) gentigende bestimmte 
Integral lautet demnach 


(27) Het Wale) agai TG aloe? % 


und der Integrationsweg Z ist so zu wihlen, dafs 
d 
(25a) | ——[&#* (e —e¢,)* (¢ —e,)*]dz=—0 


sei. 

Wir kénnen zuniichst fiir ZL eine um die Punkte ¢,, ¢, 
herumgelegte Doppelschleife (¢,,¢,) nehmen (vergl. Nr. 40, 
S. 157). Das so gebildete Integral 

Us =f (2 — ¢,)%—1(z— ¢,)*— 1dz 
(€1, C2) 


lafst sich, wenn wir fiir e*” seine Entwickelung 


Ce es i ak 
é PEL LD ? 
k=0 k! 


die fiir jedes endliche z und jedes endliche « konvergiert, 
einsetzen, in der Form 


o pk 
Us =e a 2* (e—¢,)%—-! (¢—¢,)*—-'dz 


(C1, C2) 
darstellen, es ist also eine ganze transcendente Funktion 
und kann sich folglich von dem oben gefundenen Integrale 
a +a,e2+a,e7-+.... 
nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Die 
Koeffizienten der fiir u, gefundenen Reihenentwickelung sind 
im wesentlichen Gaufssche Reihen mit konstantem viertem 


Klement. 
Um weitere brauchbare Integrationswege / zu erhalten, 


verfahren wir wie folgt: 
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Der Bedingung (25a) wird offenbar geniigt, wenn wir 
ZL so wiihlen, dafs im Anfangs- und Endpunkte dieses Weges 
der Ausdruck 

gre (aC, Ot {a — ea) 
verschwindet. Nun ist 
lini é-7 —— 0, 
z= OD 
wenn z so ins Unendliche riickt, dafs fiir die letzten Weg- 
elemente der reale Teil von zg negativ ist. Denken wir 
uns also L so gewiahlt, dafs z in den ersten Wegelementen 
von L so aus dem Unendlichen kommt, dafs der reale Teil 
von zw negativ ist, dafs dann J einen im Endlichen ge- 
legenen z-Wert im positiven Sinne umschliefst und in der- 
selben Weise, wie es aus dem Unendlichen gekommen ist, 
auch wieder dahin zuriickkehrt, so wird dieses ZL einen 
brauchbaren Integrationsweg liefern, da bekanntlich e??, 
wenn der Exponent z so unendlich wird, dafs sein realer 
Teil negativ bleibt, auch noch mit einer beliebigen Potenz 
von z multipliziert, fiir zo verschwindet. Wiirde nun 
innerhalb des so gewahlten Weges ZL keiner der Punkte ¢,, ¢, 
liegen, so wire in dem von / umschlossenen Teile der 
z-Ebene die unter dem Integralzeichen (27) stehende Funktion 
e2% (2 — Lapham (2 2 Gs )tat 

eindeutig endlich und stetig, das Integral wire also nach 
dem Cauchyschen Integralsatze gleich Null. Um dies zu 
vermeiden, werden wir Z so wiihlen miissen, dafs dieser 
Weg entweder den Punkt ¢, oder den Punkt ¢, umschliefst. 
Wir erhalten auf diese Weise zwei Wege, die wir durch 
l,, 4, bezeichnen wollen, und die wir als einfache, vom 
Unendlichen aus um c¢, beziehungsweise c, herumgelegte 
Schleifen ansehen kénnen, die der Bedingung zu gentigen 
haben, dafs in ihren unendlich fernen Wegelementen der reale 
Teil von z# negativ sei. Die so entstehenden Lisungen 


U, = fe (¢ —¢,)@—} (g—o,)@—-1 dz, 


‘1 


Uy — fe (2—e,)%—! (¢@—e,)4-l dz 
le 


der Differentialgleichung (20) stellen offenbar mehrdeutige 
Funktionen von « dar; da namlich die Richtung der unend- 
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lich fernen Wegelemente von /,, /, wesentlich von dem Argu- 
mente g der Gréfse 

EEG NTL, 
abhingt, so modifizieren sich die Integrationswege /,, /,, 
wenn 2 einen geschlossenen Umlauf um den Punkt « — 0 
vollzieht, die Integrale u,, u, erleiden also im allgemeinen 
eine Wertinderune. 

Wir haben jetzt im ganzen drei Lisungen der Differential- 
gleichung (20) gefunden, es ergiebt sich aber sofort die 
lineare Beziehung, die diese drei Integrale 

UW, Us Us 
mit einander verkniipft. Zunichst ist nimlich klar, dafs 
wir zur Herstellung der Doppelschleife (c,, c,) die einfachen 
Schleifen /,, 7, benutzen diirfen. Wenn wir in gewohnter 
Weise die im entgegengesetzten Sinne durchlaufende Schleife 


l, durch 1; * bezeichnen, wo also J; * den Punkt c, fiir 2 = 1,2 
im negativen Sinne umschliefst, so ist 
(C1, €2) = Ll ig a et 
Beachten wir ferner, dafs 
(2 —e,)"-} 
auf dem Wege /, beziehungsweise J; ' fortgesetzt, den Faktor 
e?7te, beziehungsweise e—?7*%2 


annimmt, so folgt 
f= baaete A ts PIGS oN ahaa 
(¢,,¢2) |, 
wo wir der kiirzeren ee tnaise wegen das unter den 
Integralzeichen auftretende 


ef” (2—— 6,)%—1(e—¢,)%—1 dz 


weggelassen haben. Nun ist aber offenbar das Resultat der 
Integration auf den hintereinander durchlaufenen Wegen 


l,,1,-* gleich Null; wir haben also 
diss an 0, 
de e2mias f — 0, 


le? 


200 V. Untersuchung von Unbestimmtheitsstellen. 


und folglich 
| = (1— ie) Set ehenay 


(cy, C2) 


oder 
(28) ug = (1 —e?7#%) u, — (1 — e?7*%) u,. 


51. Realpositive Werte der unabhingigen Variabeln. 
Reihenentwickelung der Integrale. Gammafunktion. 


Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, und 
auch um zu Formeln zu gelangen, die fiir die Anwendungen 
unmittelbar brauchbar sind, setzen wir uns vor, das Ver- 
halten der Integrale u,, uv, fiir sehr grofse reale positive 
Werte der unabhingigen Variabeln « zu erforschen.*) 

Der Bedingung, dafs der reale Teil von 2 z negativ sei, 
wird dann geniigt sein, wenn wir die Integrationsschleifen 
l,, 4, so wihlen, dafs sie parallel mit der realen negativen 
z-Achse aus dem Unendlichen kommen, bis dicht an die 
Punkte c, respektive c, herangehen, diese etwa in der Form 
von kleinen Kreisen im positiven Sinne umschliefsen und 
dann wieder parallel mit der negativen Richtung der realen 
z-Achse sich ins Unendliche entfernen. Wir betrachten dann 
zuvérderst das langs des so fixierten Weges /, genommene 
Integral 

y= | IEC DSA AIDS ING Hs 
lL 
und setzen hierin 
Bach Pysceoa y Sl fee iene Sic 


Der der Schleife /, entsprechende Integrationsweg k, 
der t-Ebene kommt lings des negativen Teiles der realen 
t-Achse aus dem Unendlichen bis dicht an den Punkt ¢—0 
heran, umschliefst diesen in Form eines kleinen Kreises im 
positiven Sinne und kehrt wieder liings der negativen realen 


*) Dafs die folgenden Untersuchungen auch iiber das Verhalten 
in der ganzen Umgebung von woo Aufschluls geben kinnen, hat 
Herr Horn a.a. 0. und auf anderem Wege Herr Jacobsthal in seiner 


(mir vor kurzem zugegangenen) Strafsburger Inauguraldissertation 
gezeiot 
> tat 
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t-Achse nach dem Unendlichen zurtick. Wir erhalten fiir 
u, die Darstellung 

Uy = ferato es tl (Oe hee ae 

ky 


Wenn |¢|<|y| ist, so gilt die Entwickelung: 
Gf y)e-t= LA, 
k=0 
— 1) (@, — 2)... (a, —&) 
k! A 


nun ist aber die Bedingung |t|< || offenbar nicht lings 
des ganzen Integrationsweges /, erfiillt, wir diirfen also die 
angegebene Entwickelung nicht in das Integral wu, einsetzen. 
Wir nehmen darum nur die (x +- 1) ersten Glieder derselben 
und fiigen ein Restglied hinzu: 


(30) CNet =fo thtt ++» tin” + Ba, 


von welechem dann 


(29) frayet-*& 


m2, yO Cltl<y) 
gilt. Dies eingesetzt giebt 


n ~ 
U, = 6%" 37, ert gm tk—ldtt eae | pert Le) ae. 
k=0 k ky 
wir formen zunichst das unter dem Summenzeichen auf- 
tretende Integral um. 
Fiihren wir darin durch die Gleichung 


zt=——t 


die neue Integrationsvariable 7 ein, so entspricht der Schleife 
k, eine Schleife 2 in der c-Ebene, die (da « real positiv 
ist) langs der positiven realen r-Achse aus dem Unendlichen 
herankommt, den Punkt += 0 im positiven Sinne umkreist 
und sich wieder lings der positiven realen c-Achse nach 
dem Unendlichen entfernt. Es wird 


ella y oo. 
feet pte’ ay = ad Cl dt 
Z x poy 

i 
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ferttate-1 dt = (— L)Gtkg—%—k ferme gu tk—l dt, 
ky d 


also 


n 
(31) u,=e%%e-% S(—1)athfa-*fe-teatk—-ldr 
k=0 A 
+ eae fextis—! R, (t) dt. 
ky 


Setzen wir in dem tiber die Schleife 2 erstreckten Inte- 
grale p an die Stelle von a, +- 4, so sehen wir, dafs das Integral 


(32) fe-trP—-1 dt 
a 


hier eine ihnliche Rolle spielt, wie bei den analogen Be- 
trachtungen in der Theorie der Gaufsschen Differential- 
gleichung (Nr. 41) das Eulersche Integral erster Gattung. 
Unter der Voraussetzung, dafs der reale Teil von p wesent- 
lich positiv ist, bleibt das Integral fiir s—0O und t = 
endlich, wir kénnen dasselbe also, indem wir den den Punkt 
t = 0 umgebenden Teil der Schleife 4 unendlich klein werden 
lassen und beachten, dafs 7?—! bei positiver Umkreisung 
des Nullpunktes den Faktor 
e2zip 
annimmt, in der Form 
0 ao 
fe-tacr-} dt — |e" daa er Ai? Kemi Baie 
i ® 6 


— (eu 1) fe-* tP—-ldt 
schreiben. Man setzt gewéhnlich 
fer? EP 5) d Ge Tp) 
0 


und nennt dies das Eulersche Integral zweiter Gattung 
oder die Gammafunktion; Gauls bezeichnet diese Funktion 
abweichend durch die Charakteristik J7, es ist nach Gaufs: 


I'(p) = I (p—1). 


Fiir Werte von p, deren realer Teil nicht positiv ist, gilt 
als Definition der Gammafunktion die Gleichung 


he eP?—l dr = (e?7*v — 1) I'(p), 
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fiir negative ganzzahlige Werte von p ist I'(p) unendlich. 
Wir bediirfen einiger einfacher Eigenschaften dieser Funktion, 
die wir hier ableiten wollen. 


Setzen wir 
t=(9 sie 1)¢, 
so wird 
Pp)esle Gt Vel + 1Poh da 
0 
= (gl)? fen Gs Meormida, 
0 
oder 
(1+ 9)-? I'(p) = fe-9+Door-1 do. 
0 


Wenn |g| <1 ist, kann (1-+ g)~? nach dem binomischen 
Lehrsatze entwickelt werden; entwickelt man ferner rechter 
Hand e—9° nach Potenzen von go, so kommt 


‘oa ‘ p see wll 
k=0 Le ee eck 
wo I 
= 2(— inf [ere vac 
k=0 . 


und indem man nun beiderseits die Koeffizienten gleich 
hoher Potenzen von g vergleicht 


Cipip ee -k— HT Ace gk+P—-1dg 
am I'(p aie k), 


wo k eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. 
Setzen wir p= 1 und beachten, dafs 


I'(1) =fe-tdt et 
0 
ist, so folgt aus (33) 
T(k-+ 1) =k! 


Diese Gleichung kann als Definition der Gammafunktion fiir 
positive ganzzahlige Werte von & dienen; einige altere Ana- 
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lysten waren bestrebt, aus dieser Definition auch die Wert- 

bestimmung der Gammafunktion fiir beliebige Werte von & 

abzuleiten; tiber diese Art von Untersuchungen vergleiche 

man die Einleitung zu Weierstrass Abhandlung iiber die 

Theorie der analytischen Fakultaten (Crelles Journal, Bd. 51). 
Auf Grund der Gleichung (83) ist nun 


a CUTh— 1 de = (e278 1) F(a Sk) 
= (e?7#4% —1)e@,(a, +1)...(¢, + k—1)T(a,), 


dies in (31) eingesetzt giebt: 


Oe en (gant = 1) F(a, )(—— Ls. 
SCD Ye, (a, +1)... (@, +h lark + ent [ ert Ry (0 dt 


Wenn wir hier x ins Unendliche wachsen lassen und A, (¢) 
vernachlissigen, so erhalten wir auf der rechten Seite eine 
(im allgemeinen) divergente Reihe, die mit Riicksicht darauf, 
dafs nach (26) (S. 196) 
gaa el 

ist, mit der ersten der Normalreihen (15a) (S. 190) der 
Form nach vollkommen iibereinstimmt. In dhnlicher Be- 
ziehung steht u, zu der anderen dieser Normalreihen, wie 
man durch analog gefiihrte Rechnung sofort erkennt. 

Wir werden nun beweisen, dafs, wenn « als positive 
reale Gréfse ins Unendliche riickt, fiir jeden Wert von n 


(34) me ips {t E~%4% opts —. (— ])% (e2 74% — J) T(a,). 


3 1), (@, +1)... -s—Da* bo 


ist, damit wird im Sinne der Poincaréschen Definition 
(Nr. 48) gezeigt sein, dafs die divergente Reihe 


(— 1)% (?xse—1) T(a,)¥ (1 )* fue, (@,+1)...(a, --k—1)a-* 
die Funktion 
Uy erat py 


asymptotisch darstellt, falls « als positive reale Griéfse ins 
Unendliche riickt. 
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52. Beweis der asymptotischen Darstellung durch 
Untersuchung des Restgliedes. 


Mit Riicksicht auf die gefundene Darstellung von u, 
koénnen wir die zu beweisende Gleichung (34) auch so 
schreiben: 


lim a+% ier? eal he (\at=="0. 
hy 


L=+o 
Die Schleife &, denken wir uns folgendermafsen. Von 
t—-—oo ausgehend lauft sie lings der negativen realen 
t-Achse bis zum Punkte t=—~p, wo p einen positiven 


realen Wert bedeutet, dann in einem um ¢=— 0 als Mittel- 
punkt mit dem Radius p beschriebenen Kreise C im positiven 


Sinne um ¢=—0 herum, dann von ¢ == — p wieder lings der 
negativen realen Achse nach ¢==— oo zuriick. Es ist dann 
(35) ata f et ts —1 RO) dé 


—p —o@ Re 
eae ees) f ae [+ AID: {4-1 Ry (t) dt}, 
—O C may & 


wo der Integrand in den beiden ersten Integralen rechter 
Hand derselbe ist wie in dem Integrale auf der linken 
Seite und in dem Integranden des dritten Integrals auf der 
rechten Seite £, (t) den Wert bedeutet, den A(f) annimmt, 
nachdem ¢ die Kurve C durchlaufen hat. 

Wir beginnen mit der Untersuchung des iiber die 
Kurve C hinerstreckten Integrals 


(36) meat of eat a> TR, (6) dt, 
Cc 


worin wir durch 

ct — 
v als neue’ Integrationsvariable einfiihren. Dem Kreise C 
der t-Ebene entspricht der um += 0 als Mittelpunkt mit 
dem Radius pw beschriebene Kreis K der t-Ebene. Unser 
Integral (386) lautet dann 


(— 1)% an |- aa pla =i Tage ES dt. 


K 
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R,(t) ist als Restglied der Reihe  f,t* durch die 
k=0 

Gleichung (30) (S. 201) definiert. Wenn diese Reihe kon- 

vergiert, so giebt es bekanntlich stets zwei positive Grofsen 


M und a von der Beschaffenheit, dafs 
M 
eieae (k = 1,2,...2) 
also ist in diesem Falle fiir | ¢|<a, 
|Rn(Q| =| = fe®| <> le |< Dd 
k=n-+1 k=n+1 k=n-+1 
n+1 1 


t 
a 


lA 
= 


ie fate 
a 


Wir finden demnach fiir den absoluten Betrag unseres 
Integrals die Ungleichung 


ees je Big (taht | 
é 


n Y ae 1 a,—lp-t 
<M, re ees \e%—le—-e del, 
fee 

K a 
M ip Wael 1 
mM ETS a,—1 —T 
oe al - Bole a - |c Ra Ri Tea \ 
K ax 


Hierbei ist vorausgesetzt, dafs die Ungleichung |t|< a auf 
der Peripherie des Kreises C besteht, d.h. dafs p< a sei. 
Wenn ¢ auf der Peripherie von C liegt, d. h. wenn |t| =p 
ist, hat man |¢| = pz, also 


und folglich 


as Rit) im—1dt| < : - : eae . 
i I 


Cc ae 
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Das Integral auf der rechten Seite kann, ohne dafs sich 
sein Wert veriandert, statt tiber den Kreis K tiber irgend 
eine vom Punkte += pw ausgehende und den Punkt + = 0 
einschliefsende geschlossene Kurve erstreckt werden, da ja 
die unter dem Integralzeichen stehende Funktion nur den 
einzigen singuliren Punkt ¢—0 besitzt. Wir ersetzen also. 
A durch eine von tc—pe ausgehende um +—0 herum 
gelegte Schleife, die von = pz lings der realen positiven 
t-Achse bis dicht an +0 herangeht, diesen Punkt in 
unendlich kleinem Kreise in positivem Sinne umschliefst 
und wieder lings der realen c-Achse nach pa zuriickkebrt. 
Nehmen wir ~ so grofs, dafs der reale Teil von 


a,+tn+1 
positiv ist, so bleibt das Integral im Punkte += 0 endlich 
und wir haben nach einem oft angewandten Verfahren 


0 pu pu 
fo%t™e-—tdr=f[ + e@zia f — (7m —1) fratme-edr. 
K pu 0 0 

Also lautet unsere Ungleichung 
| ate [et R(t) t—1 dt | 
Cc 


1 mM 1 
=< “2 antl 


pau 
| e2tta,__ | fot Cae dt ; 
0 


a 


wir untersuchen nun den Grenzwert der rechten Seite, wenn 
«x als positive reale Gréfse ins Unendliche geht. Zunachst ist: 
pe o 
lim: [yt "e~* de == frets e-*dt=T(a,+n+ 1); 
emt Ot th 0 
(wir sehen beiliufig bemerkt, dafs die Beschrainkung, die 
wir der Zahl » auferlegt haben, unwesentlich ist, sie wurde 
nur gemacht, um den Grenziibergang bequemer vollziehen 
yu kénnen), die tibrigen konstanten Faktoren der rechten 
Seite sind endlich, «—1 verschwindet, also ist der Grenz- 
wert gleich Null, d. h. wir haben als erstes Resultat 
(37) lim out fe? R, (t) 1 dt = 0. 
xz=+oa c 
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Es folgt nun die Untersuchung der auf die geradlinigen 
Teile von k, beziiglichen Integrale auf der rechten Seite 
von (35). Fiir diese gilt die Ungleichung | ¢|< a nicht, 
wir miissen folglich A(¢) direkt durch 


RO=C+y)7—E he 


definieren. Wenn y innerhalb des Kreises C liegt, so er- 
giebt sich (vergl. S. 205) 


PG) ee See 
k==0 


wir haben also, abgesehen von konstanten Faktoren, die 
beiden Integrale 
(De git [ PP (t= yt de, 


—p 
Ce) 


n - 
(Il) = Y fpamte f tatk—4 ete dt 
bh=0 —p 


zu untersuchen. Wir beginnen mit (I). 
Fiir hinreichend grofse Werte von ¢ ist offenbar 
Jlog e]<|t], |log C+y7)|<] 4], 
man kann folglich eine positive Gréfse 4 stets so an- 
geben, dafs 


log #1 (6+ 7-1] Ale, 


[te 1+ ye 1) <a eh lt 
ist. In dem Integrale (I) ist ¢ wihrend des Verlaufs der 
Integration real negativ, also 


ee (¢ + y)@— 1 | Seal 


also 


und folglich 
iD) ae 


gt (x — h) — p(u—h) 
ay Sythe {|< — JAS See 9 \ 


Ws TP a es oh 


Nee) 


I et (w—h) dt 
ip 


Fiir sehr grofses positiv reales x ist «—h positiv, also 
linea) 230); 


t=—o 
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ebenso ist 


lim w+” Rae 
und folglich 
(38) lim_(1)'= 0. 
c=-+o 


Bei der Untersuchung von (II) nehmen wir das unter 
dem Summenzeichen stehende Integral 
—o 
atte f i th—3 ef dt, (k <n) 
a 
und fiihren darin wieder 
—T=—=tez 


als neue Integrationsvariable ein. Das Integral wird dann 
gleich 
+a 
anh (_ Late fete te—1 dt; 
pu 
riickt w als positive Gréfse ins Unendliche, so fallt die 
untere Grenze pa mit der oberen -+-o zusammen, das 
Integral reduziert sich also auf den Grenzwert seines 
Elementes fiir ¢ = pw, «—-+ o, und wir erhalten: 
lim att f gtk 1 ef” dt 
c=+o —p 
— lim Oe ae ea pe (p Cae aut ar: (— Det ia) _—— 0, 
“=-+o 
daraus folgt aber auch, dafs 
(39) maT) ='0 
L=+o 
ist. 

Die Gleichungen (37), (38), (89) ergeben nunmehr, dafs 
auch die linke Seite der Gleichung (85) der Grenze Null 
zustrebt, wenn « als positive Gréfse ins Unendliche riickt, 
und damit ist die Richtigkeit der Gleichung (34) bewiesen. 
Wir schreiben diese Gleichung und die analoge fir wu, 
geltende unter Benutzung des in der Nr. 48 (S. 189) ein- 
gefiihrten Zeichens in der Form 

Schlesinger, Differentialgleichungen. 14 
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eee oon (Le (Cheer Dae —1)'f, a, (@,+1)...(¢,-4-De 


re 
oe 


Sh Tom a ame (eee BSE CEA) 18 01 


19 fi ey (gL)... (0 +k) e— 


ee ll Ms 


orn 


wo die g, die Koeffizienten der Entwickelung von 


(Cae 
nach positiven ganzen Potenzen von ¢ bedeuten (vgl. die 
Definition der f,, (29), S. 201). 


53. Die Besselsche Differentialgieichung.*) 


Wir wollen nun die Resultate der vorhergehenden 
Nummern auf die Theorie einer beriihmten und in den 
Anwendungen besonders wichtigen Differentialgleichung an- 
wenden, die gewéhnlich die Besselsche genannt wird und 
die folgende Form hat: 

Coes EE ") =O. 
\ a 


dx? “2 dx 


Setzen wir hierin 
9 
so ergiebt sich fiir w die Differentialgleichung 


dad? u 


du 
CLO 2 ae +- (2+ 1) ear +acu=—0, 


die aus der Differentialgleichung (20) (S. 192) hervorgeht, 
wenn man daselbst 


& = 1, ¢,=9, 06, = 90, 0, =2n-+1 
nimmt. Die Differentialgleichung (40) besitzt ein ganzes 
transcendentes Integral, und eines, welches eine ganze 
transcendente Funktion, multipliziert mit 


gi—%, — y-2n 


*) Euler, Novi commentarii Acad. Petropolit. Bd. X (1764); 
Fourier, Théorie de la chaleur (1822), S. 369; Bessel, Abhandl. 
der Berl, Akademie 1824. Vergl. nebst den S. 189 citierten Autoren 
auch Jordan, Cours III, 8S. 234 ff. 
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ist. Die charakteristische Gleichung lautet jetzt 


e° +1=0, 
wir haben also 
(i == — 4; 
und 
2n+1 2n+1 
1) ORY ep ran rs We a 


Die Integrale u,, uv, haben demnach die Form (vgl. S. 198) 
2n—1 
Us =I e272 Lea ade, 
: 2n—1 


Uy Sy oe (2? = Ty) ? dz. 


Die Koeffizienten f, ergeben sich durch Aufstellung der 
Entwickelung von 
2n—1 


E+ yeat=¢+20 7. 
see Gea a) pee 
i a 


| 
bas 


tk 


(27) 


fa Cm DOn—9).. ‘On—2k-4) AO ofp 
a Ok. hk! ) 


> 
I 
° 


die 9, unterscheiden sich von der /, nur durch das Vor- 
zeichen von 7. Indem wir noch beachten, dafs 
e270 ay Pes. 1 — et (2n +1) hae 1 ee (1 —- ELL 
SE ae ae 
ist, finden wir fiir u, die asymptotische Darstellung 
2n+1 mt 


= ee (Peat! P ie 
Uy rv ae ee ( 2) (4 enim) 9 2 I(n-+ 4). 
a ae BAe? Ai (leek) CHI 
2 y 4 soe 4 i Bp see k 
und analog: 
pecan 1) 
Uy, ~ x 2 pee =} (1 + ein) 9 o"-2P(n Green, 
= 4n?—1 4n?—9 4n?—(2k—1)? a PED) 
Ie F 
S| v 4 4 fe 4 Tot i 


DD V. Untersuchung von Unbestimmtheitsstellen. 


Das ganze transcendente Integral wu, wird nach (28) 

(S. 200) 
ues 
=) 


(41) u=(1— ue (u, —u,) == (1 + 7**) (u, —u,); 


aus den asymptotischen Darstellungen von u,, uv, folgt hier- 
durch auch sofort die asymptotische Darstellung von wu, fiir 
positive reale sehr grofse Werte von w. Wir stellen nun 
noch die Entwickelung von w, nach positiven ganzen 
Potenzen von « auf. 

Wir haben (vergl. S. 197) 


2n—1 wo 
wee ae OT A ai 
dig = fet (221) dee DS eee(c a) e 2 aes 
Bezeichnen wir durch (), (—7) einfache von einem be- 
liebigen nicht singuliren Punkte aus um die Punkte 7, —7 


herumgelegte Schleifen, so ist (vergl. z. B. die analoge Um- 
formung S. 199, 200) 


fete? + eee dz 
(i, — %) 


== (1 627") be (2? + Dies dz cae (22 + ies 2 dz}. 


Setzt man in dem lings (—z) erstreckten Integrale — z 
an die Stelle von z, so ist fiir ein gerades k 


Je (2 1" tde= ae Aa Tbe sh, 
und fiir ein ungerades k 

| ja (22+ 1)" 4 de = | 2k (22 1 1)"72 dz, 
Es bleiben also in dem Ausdrucke fiir uv, nur die geraden 


Werten von & entsprechenden Glieder stehen, d. h. wir er- 
halten 


; recto 5 
eo L Tes ee Gb! 2 f= (2? + 1-4 dz. 


0) 
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Machen wir in dem unter dem Summenzeichen auf- 
tretenden Integrale die Substitution 


ae 
Z2—=1t2, 


so wird 
2 f22® (e2@ + 1)e—-$ dz — (— 1)ti f #-43 A — 0)" $F dz, 
0) (1) 


wo (1) eine um den Punkt +=—1 herum gelegte einfache 
Schleife bedeutet. Nehmen wir zum Ausgangspunkt dieser 
Schleife den Punkt += 0 und setzen voraus, dafs der reale 
Teil von »-++ 4 wesentlich positiv ist, so kénnen wir das 
tiber die Schleife (1) erstreckte Integral in bekannter Weise 
umformen: 


1 0 
foe-4 A —op-tdre=—f[4t exio—-p| 
(1) 0 1 

1 


= (1 ein) f k—-4 (1—a)"-4 de 
0 


(fe) B+ 4044) 
PA (lee et) 
— 2nin) 2\2 2 
ee Gi Mid) 
Wir benutzen nun eine Formel, die die Betafunktion durch 
Gammafunktionen auszudriicken lehrt und deren Beweis 
man in jedem Lehrbuche der Integralrechnung findet: 
rp) l@ 
Bo, =. 
PDF eg) 


P(g) Pm 4) 
1) — . 
Bi, 2+) = I (n+ 1) ? 
beachten wir ferner, dafs 
Pin+1).(2+1) (24+ 2)...2@ +4) =F(n+k-+ I), 
T(k-+1)=k! 
ist, so erhalten ie endlich fiir wu, die Reihendarstellung: 


Gee ast) iT (4) aod) 
Scy (2 Ne Eee 


B(},n+4). 


Hiernach ist: 
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Um an die in der Litteratur gebrauchlichen Formeln 
ankniipfen zu kénnen, setzen wir: 


& aff & ak 1 
ee) (5) CED lake): 


dann ist nach (41) 


U —_ U, — Us 
Ose? 8") ar) F(a 4) 
und wir kénnen also die asymptotische Darstellung von U 
fiir grofse positive reale Werte von 2 ohne weiteres angeben. 
Wenn wir uns mit einer ersten Anniherung begniigen, 
d. h. in den asymptotischen Darstellungen der u,,~v, nur die 
absoluten Glieder der Reihen beibehalten, so ergiebt sich 


dea ee ie. lp=ae-d) )| 


d TH : 
1 
TH 2’ cos [»— a (n+ »| 


Die Bedeutung dieser asymptotischen Gleichung ist die, 
dafs U vermindert um den Ausdruck auf der rechten Seite 
nach dem Grenzwerte Null konvergiert, wenn « als reale 
positive Gréfse ins Unendliche riickt. 

Durch Multiplikation von U mit x" erhalten wir eine 
Lisung der Besselschen Differentialgleichung. Man _be- 
zeichnet den Sue 


a 1 a \2k +e 
Jj em Sm () 

(2) | ) T(kt+-1)r(kt+tn+1) \2 : 

der fiir pnts ganzzahliges n eine ganze transcendente 


Funktion von « darstellt, als Besselsche Funktion n-ter 
Ordnung. Beachtet man, dafs bekanntlich 


ryjy=Va 


ist, so ergiebt sich fiir J, (x) in erster Anniherung die 


asymptotische Darstellung 
1 1 
[: get pik 


9 
n (@) = V = 
TUX 


die in den Anwendungen oft benutzt wird. 
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In Bezug auf die Besselsche Differentialgleichung be- 
merken wir noch, dafs, da diese Gleichung ungeiindert bleibt, 
wenn man — 7 an die Stelle von » setzt, auch J_, () eine 
Lésung derselben darstellt. Wenn » keine ganze Zahl ist, 
bilden 

Jn (2), In (2) 


ein Fundamentalsystem; dagegen unterscheiden sich diese 
beiden Integrale im Falle eines ganzzahligen » nur durch 
den konstanten Faktor (— 1)". Die Wurzeln der zu « — 0 
gehdérigen determinierenden Fundamentalgleichung der B ess e1- 
schen Differentialgleichung sind n und —~n, der Fall, wo n 
eine ganze Zahl ist, zeigt also nach der allgemeinen Theorie 
an, dafs nur zu dem Exponenten || ein in Reihenform dar- 
stellbares Integral, nimlich J),)(7) gehért, wahrend das 
zweite Element des kanonischen Fundamentalsystems einen 
Logarithmus enthilt. Man vergleiche naheres itiber dieses 
zweite Integral, z. B. bei Heine*) und C. Neumann.**) 


*) Kugelfunktionen I, S. 190 ff. 
**) Theorie der Besselschen Funktionen (1869). 


Sechstes Kapitel. 


Integration der kompletten linearen 
Differentialgleichung. 


54. Komplette Differentialgleichung. 
Weiteres tiber die adjungierte Differentialgleichung. 


Wir waren durch eine Transformation der Riccatischen 
Gleichung auf die homogene lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung gefiihrt worden. Ehe wir das Gebiet der 
linearen Differentialgleichungen verlassen, wollen wir noch eine 
bemerkenswerte Reihenentwickelung fiir die Integrale solcher 
Differentialgleichungen vorfiihren, die von Herrn Fuchs her- 
riihrt und sich dadurch auszeichnet, dafs sie fiir alle nicht 
singuliiren Werte der unabhingigen Variablen giiltig ist. 
Da diese Reihenentwickelung nicht nur fiir homogene, sondern 
auch fiir nicht homogene lineare Differentialgleichungen be- 
steht, wollen wir dieselbe gleich an dem Falle der nicht 
homogenen, oder wie man sagt, kompletten linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 


Gu ee 


dy 


re. 


dx? Ax set =e) 


darstellen und beschiftigen uns darum zuniichst mit dieser 
Gleichung.*) 


Ersetzt man die auf der rechten Seite von (1) auf- 


*) Vergl. fiir das Folgende, Fuchs, Annali di Matematica, Ser. IT, 
Bd. 4, 8S. 36 ff; Frobenius, Crelles Journal, Bd. 77, S. 256 ff. 


54. Die adjungierte Differentialgleichung. Dia 


tretende Funktion f(z) durch Null, so erhilt man die homo- 
gene Gleichung 
du 


d 
(2) Du) =p55 +} I ru 0, 


die man als die zu (1) gehérige reduzierte Gleichung 
bezeichnet. Bilden wir (vergl. Nr. 38) adjungierten und 
begleitenden bilinearen Differentialausdruck von D (uw), 


d?v dv 


Dv) =p Pies Pa (Pp os ra nt 
lu re 
Dw)=p(v - de) _¢ (p’— 9) ¥ 2, 


so besteht die Identitét von Lagrange 
= d 
v D(u) —u D (v) = ag P v). 


Sei w,, uv, ein Fundamentalsystem von (2), und setzen wir in 
der Lagrangeschen Identitiit u,, vu, an die Stelle von wu, 
so kommt 


= 1 
—uD(v)= ari [p(vu,’—uv')—(p’—g)ur]. &=1,2) 
Diese Gleichung lehrt, dafs die zu (2) adjungierte Gleichung 

(3) D (vr) =0 
yollig aquivalent ist mit der Gleichung 
ee 5) , 
Pp (om, ee ") — (p'— q) vu, = const., 
so dafs also die eG 


p (om! — oo) (p'—qgvuu,=90 (A=1,2) 


stets Liésungen der Beil (8) liefern. Nach 


Division durch v folgt 
v uy" Pp a] 
(4) aes 7 | ? 
U U7 P P 
also integriert, und nach Ubergang zu den Numeris 


q 
U — daz 
v= const. wal ls 
P 
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Nun ist aber (Nr. 18, 8. 69) 


rq 
— |/— dx 
é I> = const. (u, wu,’ — u, u,’), 
wir haben also, bei geeigneter Wahl der auftretenden Kon- 
stanten, fiir 41 das Integral 


Uu 
CS 1 


= p (Uz, Uy’ — Uy U,") 


und fiir 4==-2 das Integral 


? 


— U, 


Yb) bean 
Pp (U, Uy’ — Uy U,’) 


1 


von (8). Da 


ist, bilden v,, v, ein Fundamentalsystem von (3), welches man 
als das dem Fundamentalsysteme w,, uv, von (2) adjungierte 
bezeichnet. Zwischen den adjungierten Fundamentalsystemen 
besteht offenbar die Beziehung 


(5) U,V, + Uy Vy = 0. 
Nach (4) ist nun 
ONS ive Oe p" mae 
Oa 8 ah (eae 
Uy’ Uy ip ee ae 
Cres as pe’ p? 


multiplizieren wir die erste dieser Gleichungen mit uw, v,, die 
zweite mit wu, v, und addieren, so kommt mit Riicksicht auf (5) 


= hi mo: 


(6) By v,! =f Uy on a CA oe aanilts u,) ees ’ : 
p (Uy Uy —Uy U, ) p 
Analog folgt 


; ' —_ 
Uy Uy! + Vy Uy! = Pp 


Setzen wir in der Lagrangeschen Identitiit v,, v, an 
die Stelle von v, so ergiebt sich 


F d 
0, Dis rr Du 62) UD uy = fr D (u) da, 


a, D (a) = = DG.) 2D (G0, Die 
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Multiplizieren wir die erste Gleichung mit u,, die zweite 
mit wv, und addieren, so kommt 


u, D(u,v,) + u, D(u,v,) =u, i v, D(u)dx uy, [r% D(u)d 
Nun ist aber 

u, D(u,v,)+-u, D(u,v,) =u, { pv, wu’ —ur,')—(p' — q)v,u} 

wu, { p(v,u’ —uv,’)—(p’—q)v, u}, 
also mit Riicksicht auf (5) und (6) 
u, D(u,v,) + u, D (u, ,) = 43 
wir haben also die fiir jedes u giltige identische Gleichung 
Gases cag DCH, D (u)da+u, [% D (u) d x. 


55. Integration der kompletten Gleichung. 
Hauptintegral. 


Setzen wir in der am Schlusse der vorigen Nummer 
abgeleiteten Identitiéit an die Stellen von u ein beliebiges, oder 
was dasselbe ist, das allgemeine Integral y der kompletten 
Gleichung (1), so ist 


Dy =f) 


und wir haben somit fiir y die Darstellung*) 


fy ih v, f (a) da@ + uy i; v, f(x) dx 
durch ein Fundamentalsystem der reduzierten Gleichung und 
zwei Quadraturen, deren willkiirliche Konstanten zugleich 
die Konstanten der Integration liefern. 
Sei «—a ein beliebiger «-Wert, fiir welchen keine 
der Funktionen 


p’ ~p p 
eine Singularitit aufweist, dann hat das partikulare Integral 


*) D’Alembert, Miscell. Taurinensia, ITI, 8. 362 ff.; Lagrange, 
Nouv. Mémoires de l’Acad. de Berlin, 1775, 8. 190. 
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(7) Yo= Uf f (a 2) dat [ry f(a)de 


offenbar die Eigenschaft fiir «— a, zu verschwinden. Diffe- 
rentiieren wir diese Gleichung nach z, so folgt mit Riick- 
sicht auf (5) 


(ia) Wa =e, ‘fo f(a) da + u,! icy nd x, 


so dafs fiir «—a auch y,' verschwindet. Zugleich sehen 
wir, dafs sich die in (7) mit u,, vu, multiplizierten Integrale 
bei der ersten Differentiation von y, nach x so verhalten, 
als ob sie Konstante wiiren. Man nennt das Integral y, nach 
Herrn Fuchs das zum Punkte «=a gehorige Haupt- 
integra] der Differentialgleichung (1). Wie leicht einzusehen 
ist, wird dasselbe durch seine Eigenschaft, zugleich mit 
seiner ersten Ableitung fiir «=a zu verschwinden, ein- 
deutig bestimmt. 

Aus dem Hauptintegrale erhalten wir das allgemeine 
Integral y von (1), indem wir den als Faktoren von w,, u, 
auftretenden bestimmten Integralen noch je eine willkiirliche 
Integrationskonstante c,, c, hinzufiigen, es ist also 


y= Yate my +e 
Die Integration der kompletten Gleichung ist also als voll- 
zogen anzusehen, wenn man ein Hauptintegral und ein 
Fundamentalsystem der reduzierten Gleichung kennt. 
Handelt es sich um die Bestimmung eines Integrals 7 
der kompletten Gleichung, welches vorgeschriebenen Anfangs- 
bedingungen geniigt, welches also fiir «=a den Wert J, 
und dessen erste Ableitung fiir «— a den Wert b, annimmt, 
so suchen wir zuniichst jenes Integral @ der reduzierten 
Gleichung, welches denselben Anfangsbedingungen geniigt, 
dieses ist dann (vergl. Nr. 25, S. 96) eindeutig bestimmt. 
Aus der Definition des zu a gehiérigen Hauptintegrals folgt 


dann: 

Y¥=Ya+ 4, 
also ist auch y durch die vorgeschriebenen Anfangsbeding- 
ungen eindeutig bestimmt. 
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56. Die Fuchssche Reihenentwickelung der Inte- 
grale einer linearen Differentialgleichung.*) 


Nach Division durch p schreiben wir jetzt die Differential- 
gleichung (1) in der Form 


(8) P(y)= 


und stellen uns die Aufgabe, dasjenige Integral y dieser 
Differentialgleichung zu finden, welches fiir « — a den Wert 
4, und dessen erste Ableitung fiir a den Wert 6, an- 
nimmt. 

Wir zerlegen zu dem Ende P(y) in die Differenz zweier 
homogener linearer Differentialausdriicke 


(9) PQH=Pf,(Y—Ff, 
die an sich ganz beliebig gewihlt werden kénnen, nur soll 


P, (y) jedenfalls von der zweiten Ordnung und P, (y) héchstens 
von der ersten Ordnung sein. Z. B. kann man 


dy 


d 
9 (2) — h(a) y = 9 (a) 


dx? 


a dre di 

10) AW=—) RW=9@) 7 +h@y 
nehmen; wir kommen auf diese spezielle Wahl in der folgen- 
den Nummer zuriick. 

Sei y, das den fiir y festgesetzten Anfangsbedingungen 
gentigende Integral der Differentialgleichung zweiter Ordnung 

P,(y) = @ (2); 

setzen wir dann 


Y=Y% to 


Py (% + %o) = P, (Yo + %) + 9 (2), 
also, da die durch P,, P, angedeuteten Operationen distri- 
butiv sind, und 


so ist 


Uae (Yo) = & () 


ist, 
es (Wy) aaa vas (wW)) = Ve (Yo) 


*) Fuchs a.a.0.; vergl. Caqué, Liouvilles Journal, Ser. II, 
Bd. 9, S, 185; siehe auch Handbuch J, §. 370 ff. 
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P, (yo) ist, wenn y, bekannt ist, eine bekannte Funktion 
von «, wir setzen 


P, (Yo) = P (#)- 
Die Funktion w,, die offenbar mit ihrer ersten Ableitung 
fiir «—a verschwindet, ist dann das zu «—a gehorige 
Hauptintegral der Gleichung 


P, (wo) — Py (wy) = , (2). 
Sei nun y, das zu «a gehérige Hauptintegral von 
IG ne = Pp, (#), 


Wy = hh aie WwW; 


so ist w, das zu «a gehdrige Hauptintegral von 
P, (w,) — P, (w,) = Pp (2), 


P. (v) = P, (y,) 
eine bekannte Funktion von « eo wenn y, bekannt ist. 
Sei ferner y, das zu «a gehérige Hauptintegral von 


P, (y) = Pp, @), 


W, = Yo + We, U. 8. W- 
Allgemein: sei y, das zu «a gehirige Hauptintegral von 
Py (Y) = Gx (@), Pr (w) = Py (Yu — 2), 
und setzt man 


und setzen wir 


wo 


und setzen wir 


Wy —1 == Yk + Wk, 
so ist w, das zu «=a gehorige oe von 


P, (wi) — Py (x) = Pets (@), Pets (#) = Py (ye). 
Liafst man hierin & die Werte 1, 2,...7 durchlanfen, so ist. 
Y= Uy ee os oe | Yu Wy. 


Wir werden uns diesen Prozefs ins Unendliche fort- 
gesetzt denken und dann nach 


lim ww, 


y 


einerseits und nach der Konvergenz der Reihe 


Yo a + Yo -- page int 
andererseits zu fragen haben. 
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Zunichst bestimmen wir die 7, w;, etwas genauer. 
Sei uv,, uv, ein Fundamentalsystem der homogenen Diffe- 
rentialgleichung 


(11) P, (uw) =90, 

V,, UV, sein adjungiertes Fundamentalsystem. Bedeutet dann 
Cy Uy + oy Uy 

dasjenige Integral von (11), welches den fiir y fixierten 


Anfangsbedingungen geniigt, so ist y, nach der Schlufsformel 
der vorigen Nummer durch den Ausdruck 


Yo = 6, UY Uy tu, coy/e \p (dtu, (w Vf. ()p(t)dt 


gegeben, wo wir als Integrationsvariable ¢ an Stelle von « 
genommen und der Deutlichkeit wegen den w,, u 27%) » die 
eS, ie beigefiigt ca Setzen wir 


)v, @) + u, (2) »%, O) =A, ©, ), 


so haben wir Gn 
(12) yp = & U  % Ue Sas, (a, t) p (t) dt. 


Das zu «=a gehérige Hauptintegral +, von 


ie (y) = Pi (x) (hea. +) 
lautet analog 
Yu = U, (2) fr, (t) p, (t) dt u, (x) f Vg (t) Dr (t) dt, 


oder 
(13) = [Ay ( t,t) Px (t) dt, 


und fiir seine erste Ableitung nach « haben wir nach (7a) 
OE Oe OF (t) px (t) dt + uy (w/e ) py (t) dt. 


Nun ist laut Voraussetzung P, (y) ein homogener linearer 
Differentialausdruck hiéchstens erster Ordnung, also von der 
Form 
dy 
P(YN=4. OS +e (OY 


dx 
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setzen wir hierin 7; an die Stelle von y, so ergiebt sich demnach 


Cyt 1) hg (i) hag if (t) gy, (t)dt + P, (uy Fea (t) p(t) dé, 
oder indem wir die eatin 


P, (u, (2) % ©) +P, (uy (@) 2% © = A (ay?) 
elnfiihren 


(14) Pui (v) = | A (w, t) gy (t) at. (k= 22) 


a 


Dies ist eine Rekursionsformel fiir die Funktionen @, (7), die 
Gleichung (13) liefert dann die y,. 
Ferner mige z,, z, ein Fundamentalsystem der Differential- 
gleichung 
Pa=f,@™—P,o™=0 


und ¢,,¢, das dem z,, 2, adjungierte Fundamentalsystem 
darstellen; dann lautet das zu «—a gehorige Hauptintegral 
Ww, VOU 


F, (wv) — P, (w) = or +12), 


1 
(15) Wi =, (w) [& (t) Px +1 (0) dt-z, (x) ft, (¢) Px +1(8) dt. 


Mége nun der von a nach w fihrende Integrationsweg 
l, keine singuliire Stelle der Funktionen 


g(x), h(x), p (2) 
passieren, dann behiilt liings /, der Ausdruck A (., t) stets 
einen endlichen Wert und das gleiche gilt von 


P, (@) = Py (%), 
man kann folglich zwei positive Gréfsen M@, N so bestimmen, 


dafs - 
[A (<M, [GQ O\<N 
sel, wenn ¢ auf /, verbleibt. Dann ist nach (14) 


|p, (@)| << M Nf \at\; 


nun ist aber 


fidt|—s, 
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nichts anderes, wie die Bogenlinge des Integrationsweges /,, 
wir haben folglich 


Py (@) |< MN sz. 
Setzen wir nunmehr 
[dihend.8, 
so folgt aus (14) weiter 


Ps (@)| <M? Nfs, ds, 
also 
| Ps (a) | <$M Ns;, 

und ebenso ist allgemein . 
| pues (@)| <q ME Ns. 

Nun ist aber die Reihe 
© (a1 9 

: 

Nak 


fiir jeden nicht singuliren Wert von « konvergent, folglich 
konvergiert die Reihe 


(16) Y Pr4i(2) 
k=0 


fiir jeden solchen w-Wert unbedingt und gleichmiifsig, und 
da eine gleichmiifsig konvergente Reihe gliedweise integriert 
werden darf, folgt, dafs auch die Reihe 


Yo E> eri =o EE [As (4) Perr (Oat 


fiir alle nicht singuliren Werte von ~ unbedingt und gleich- 
malsig konvergent ist. . 
Aus der Konvergenz der Reihe (16) folgt 


ele Pri (7) = 0, 


es ist also nach (15) auch 


x 


lim wy = lim f(z, (#) &, Or #2 @) Ss O] Peri dt= 0, 


Schlesinger, Differentialgleichungen. 15 
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und damit ist dargethan, dafs das Integral y von (8) 
durch die Reihe 


y=Yotntyet..-ad int 
fiir jeden nicht singularen Wert von z dargestellt wird. 


57. Spezielle Form der Fuchsschen 
Reihenentwickelung. 


Die in der vorigen Nummer abgeleitete Reihenentwickel- 
ung, die Herr Fuchs fiir lineare Differentialgleichungen m-ter 
Ordnung angegeben hat, besitzt dadurch, dafs sie fiir alle 
nicht singuliren Werte von « giiltig ist, also eine einheit- 
liche Darstellung der Integralfunktion erméglicht, auch eine 
hervorragende theoretische Bedeutung. Sie ist auch vielfach 
fiir die Untersuchung der analytischen Beschaffenheit der 
Integralfunktion angewandt worden.*) Die Methode, welche 
mi dieser Reihenentwickelung fiihrt, ist als ,Methode der 
successiven Anndherung“ namentlich von Herrn Picard **) 
auf beliebige Systeme von Differentialgleichungen ausgedehnt 
worden. Fiir die Anwendung der gedachten Methode ist die 
Zerlegung von P(y) in die Differenz P, (y) — P,(y) wesent- 
lich, es handelt sich immer darum, diese Zerlegung in einer 
fiir den gerade vorliegenden Zweck geeigneten Weise zu 
wiihlen. Wir wollen fiir den Fall der Zerlegung (10) die 
allgemein entwickelten Formeln noch weiter ausrechnen.***) 

Wenn 


d dy 
PQ=—, RwW=9I@s+ho@y 


ist, so lautet das Fundamentalsystem w,, vu, der Differential- 
gleichung 


d*y 
(17) PY) ae — 0, 
die jetzt an die Stelle von (11) tritt, einfach 
u,=1, “4, =6—-e, 


*) Poincaré, Acta Mathematica, Bd. IV; P. Giinther, Crelle’s 
Journal, Bde. 106, 107; Horn, Comptes Rendus 1898, 17. Jan.; Mathem. 
Annalen, Bde. 51, 52. 

**) Vergl. Traité d’Analyse II, S. 304 ff.; III, 8. 88 ff. 

=) Ruch ayaa: 
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und das adjungierte Fundamentalsystem v,, v, ergiebt sich 
nach den Formeln der Nr. 54 

0, =—(«—a), vy=1. 
Wir haben folglich 

A, (#, t) = — (t(— a) + e—a => 2#—t, 

also nach (12) und (13) 


Yo = 5) + 4, (@—a) + [(@e—) pds 


= /{(x— 1) g (b) dt, (k = 4, 2,3,-..) 


indem offenbar 
by +, (@ —a) 
dasjenige Integral von (17) darstellt, welches den fiir 7 vor- 
geschriebenen Anfangsbedingungen geniigt, d. h. fiir «=a 
den Wert 6, annimmt, wiahrend seine erste Ableitung fiir 
«=a gleich 6, wird. 
Da 
d yx 


ax 


gefunden wird, ist 


yn = [de {px (2) de, (ial oe ares) 


a 


wiihrend sich 


Yo = 6, + 6, (@#— a) + [dex [gp (e) d x 
ergiebt. Ferner ist 
d yy — 
pr (2) = P, (yx-1) =9 )—F—* + h@Om-2, 


wir finden also zur Bestimmung von y; Et elegante Rekursions- 
formel 


d yy, — 
n= fae | [0 he +H00 0] da (k=414,2,...). 


ity 


Siebentes Kapitel. 


Differentialgleichungen erster Ordnung, wo 
die Ableitung als implicite Funktion der 
abhingigen Variabeln gegeben ist. 


58. Algebraische Funktionen. Verhalten derselben 
in der Umgebung einer nicht singuliren Stelle. *) 


Wir haben uns bisher vornehmlich mit dem Falle einer 
Differentialgleichung erster Ordnung beschiftigt, in der die 
Ableitung der unbekannten Funktion y als rationale Funktion 
von y gegeben war. Der allgemeine Fall, wo die Ableitung 


Sey eat: : eer : d 
eine implicite algebraische Funktion von y ist, wo also + 
& 


einer Gleichung 


Ey 
(1) f Vee Y) ) — 


geniigt, in welcher / eine ganze rationale Funktion von 
dy, : Sa. wk 

ae und y mit von # abhingigen Koeffizienten bedeutet, er- 

a 

fordert neue Methoden der Untersuchung, deren Darlegung 
wir uns jetzt zuwenden wollen. Dabei ist es zunichst erforder- 
lich, einige Einsicht in die Art der funktionalen Beziehung 
mi gewinnen, die zwischen zwei durch eine algebraische 
Gleichung von der Form 


(2) F(s,y)=0, 


*) Vergl. fiir diese und die beiden folgenden Nummern: Puiseux, 
Liouvilles Journal, Ser. I, Bd. 15. 
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wo F(s,y) eine ganze rationale Funktion von s, 7 bedeutet, 
verkniipften Variabeln besteht. Es kann natiirlich nicht 
unsere Absicht sein, hier eine ausfiihrliche Theorie dieser 
Beziehung zu geben,*) wir wollen nur, ohne dabei auf abso- 
lute Strenge und Vollstindigkeit Anspruch zu machen, das- 
jenige aus dieser Theorie kurz zusammenstellen, was fiir 
die Behandlung der Differentialgleichungen von der Form (1) 
unentbehrlich ist. 

Wir denken uns die Gleichung (2) nach Potenzen von s 
geordnet, 


Py) =I Yom™+n (YM + Gm (y) = 9, 
die 9), 9,,+++-9m Sind dann ganze rationale Funktionen von y, 
deren Koeffizienten als Konstante angesehen werden, die aber 
natiirlich noch von y wnabhiingig veriinderliche Parameter 
enthalten kénnen. Offenbar diirfen wir voraussetzen, dafs 
diese ganzen Funktionen keinen gemeinsamen Teiler besitzen. 
Wir sagen von dieser Gleichung, sie definiere s als impli- 
cite algebraische Funktion der unabhingigen Varia- 
beln y. 

Sei y ein Wert der unabhingigen Variabeln, ftir welchen 
Jo (y) nicht verschwindet. Dann besitzt die Gleichung (2) 
als algebraische Gleichung m-ten Grades fiir s im allgemeinen 
m yon einander verschiedene Wurzeln s,, 8,,...8,. Eine 
dieser Wurzeln, etwa s;, kann nur dann eine mehrfache 
sein, wenn auch die Ableitung von /’(s, 7) nach s 

Of (s2 
a y) eee F' (s, y) 

fiir diese Wurzel verschwindet, d. h. wenn s = s, eine gemein- 
same Liésung der beiden Gleichungen 


(3) Fis,y)=0, F'(s,y)=0 


ist. Denken wir uns aus diesen beiden Gleichungen s elimi- 
niert, was bekanntlich durch rein rationale Operationen ge- 
schehen kann, so erhalten wir eine Eliminationsresultante 


(4) D (y) aoe 0, 


*) Von neueren Bearbeitungen dieser Theorie mége hier nur auf 
das Werk der Herren Appell und Goursat ,Théorie des fonctions 
aleébriques“ (Paris, 1895) verwiesen werden. 


230 VII. Allgemeine Differentialgleichung I. Ordnung. 


wo D(y) eine ganze rationale Funktion von y bedeutet. 
Nur wenn y eine Liésung dieser Gleichung, die man die 
Diskriminantengleichung von (2) in Bezug auf s nennt, 
ist, kann es ein s geben, welches die Gleichungen (3) simultan 
befriedigt, d.h. nur fiir Lésungen der Diskriminantengleichung 
kénnen unter den Wurzeln der Gleichung (2) mehrfache ent- 
halten sein. Es wire allerdings noch die Méglichkeit in 
Betracht zu ziehen, dafs die Gleichung (4) eine Identitat 
darstellt; dies kann aber nur eintreten, wenn /’(s, y) mit 
fF’ (s,y) einen Teiler gemein hat; um diesem Falle von vorn- 
herein aus dem Wege zu gehen, setzen wir fest, dafs die 
ganze rationale Funktion /’(s, 7) tiberhaupt nicht in Faktoren 
zerlegbar sei, die selbst wieder ganze rationale Funktionen 
von s und y mit konstanten Koeffizienten sind. Man sagt 
dann, die Gleichung (2) sei schlechthin irreduktibel. 

Die Irreduktibilitét von (2) vorausgesetzt, besitzt also 
die Diskriminantengleichung (4) eine bestimmte Anzahl von 
einander verschiedener Lisungen, seien diese 


Os Geta t Oy. 
Wir bezeichnen ferner die Lisungen der Gleichung 


I (y) =0 
mit 
Dele ay 


und nehmen nun einen Wert y, von y, der weder unter den 
a, noch unter den 0; enthalten ist. 
Die m Wurzeln der Gleichung in s 


F'(s, Yo 0 


sind dann endlich und von einander verschieden, wir be- 
zeichnen sie durch 
0) (0) 0 
sf ; Soha se sO) 

Denken wir uns die Punkte a,, 6, aus der Ebene der 
komplexen Variabeln y ausgeschlossen, und bezeichnen wir 
die so entstehende Fliche mit 7. Dann entsprechen also 
jedem Punkte von 7 m endliche und von einander ver- 
schiedene Werte von s, d. h.s wird durch die Gleichung (2) 
als m-wertige Funktion von y innerhalb 7 definiert. 
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Sei nun y, ein beliebiger Wert von y, und mige die 
Gleichung 


F(s,y,) = 90 
wenigstens eine endliche und einfache Wurzel s besitzen; 
es ist also 
F(s, y,) = 9, 
BP’ (3y,) #0. 
Denken wir uns nun die ganze Funktion F’(s, 7) nach 
dem Taylorschen Satze nach Potenzen von 


Sa Pa 
entwickelt, so lautet die Gleichung (2): 


F(s,y) = Ap, (3—s) + Ayo (y 74) =a oy (8) 

aie Ar = 8) (9, =] AL Yi) 4a = 0, 
worin 

Ay, = Ff" (s), Y)#9 

ist. Nach einem funktionentheoretischen Satze, den wir 
schon in der Nr. 27 (S. 104) erwihnt und angewandt haben, 
folgt hieraus, dafs es eine nach positiven ganzen Potenzen 
von ¥ — y, fortschreitende und in einer gewissen Umgebung 
von y¥=y, konvergente Reihe giebt, die fiir y= vy, ver- 
schwindet und fiir s — s eingesetzt die Gleichung (2) 
identisch befriedigt: 


(9 YY) OY) fee 


Die Koeffizienten dieser Reihe bestimmen sich nach dem 
Taylorschen Satze, also 


oF 
4 = (<*) £4 OY ee 
—- — 9 . . . 
a AAs lee | 
a im 
s=S 


Aus dieser Reihe entspringt durch analytische Fort- 
setzung eine monogene Funktion der komplexen Variabeln y, 
die nach einem oft angewandten Prinzip in ihrem ganzen 
Existenzbereiche der algebraischen Gleichung (2) Geniige 
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leistet. Sehen wir nun zu, welches die singularen Punkte 
dieser Funktion sein kénnen. 

Sei y, wie oben ein von den a, 0, verschiedener Punkt, 
dann sind alle m Wurzeln 


O, @,...@ 
der Gleichung 
F(s, yy) = 0 


endlich und einfach, es giebt folglich jeder dieser Wurzeln 
entsprechend eine, im ganzen also m gewohnliche Potenz- 
reihen von y— y, 

(6) s—M=K, (Y¥— py); ae ce nit) 
die in einer gewissen Umgebung von y=y, konvergieren 
und die Gleichung (2) befriedigen; und offenbar ist jede 
Funktion, die der Gleichung (2) geniigt, fiir Werte von y, 
die hinreichend nahe an y, liegen, durch eine dieser Reihen 
dargestellt. Man sagt von den m Reihen (6), dafs sie die 
m Zweige, der durch die Gleichung (2) definierten algebrai- 
schen Funktion s von y in der Umgebung von y= y, dar- 
stellen. 

Hieraus kénnen wir zwei wichtige Folgerungen ziehen. 
Erstens wird die durch analytische Fortsetzung der Reihe (5) 
entspringende Funktion in der Umgebung von y= y, durch 
eine der Reihen (6) dargestellt, ist also in der Umgebung 
jeder von den a,, 0, verschiedenen Stelle, d.h. in der Um- 
gebung jedes Punktes der Fliche 7 holomorph. Jede 
der Gleichung (2) geniigende gewohnliche Potenzreihe von 
y — y, definiert demnach eine monogene Funktion, die aufser 
den a;, >, keinen im Endlichen gelegenen singulaéren Punkt 
besitzen kann; nach dem Cauchyschen Fundamentalsatze 
der Funktionentheorie konvergiert eine solche Potenzreihe 
folglich innerhalb eines um y, als Mittelpunkt beschriebenen 
Kreises, der bis zum nichsten der Punkte a, 0; heranreicht. 

Denken wir uns zweitens, die m Potenzreihen (6) inner- 
halb T analytisch fortgesetzt, etwa bis zu einem (ebenfalls 
von den a, 6; verschiedenen) Punkte y, hin, so sind diese 
m Funktionszweige in der Umgebung von y, holomorph und 
werden folglich durch die in der Umgebung von y, vor- 
handenen, den Reihen (6) analogen m Potenzreihen in einer 
bestimmten Reihenfolge dargestellt. Fallt insbesondere y, 
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mit y) zusammen, d. h. erfolgt die Fortsetzung auf einem 
geschlossenen Wege, so kehrt das System der Reihen (6) 
in sich selbst zuriick, es kénnen aber einzelne dieser Reihen 
in andere Reihen desselben Systems iibergegangen sein, d. h. 
auf einem solchen geschlossenen Wege fortgesetzt 
erfahren die Reihen (6) im allgemeinen eine Permu- 
tation. 


59. Verhalten der algebraischen Funktion in der 
Umgebung eines singuliren Punktes. 


Denken wir uns nun die Reihen (6) bis zu einem der 
Punkte a, > hin fortgesetzt. Betrachten wir eine dieser 
Reihen, etwa die der Wurzel s\” entsprechende s™ +- 8, (y— Op 
und setzen wir diese auf einem bestimmten Wege / bis zu 
dem Punkte y= 7 hin fort, der entweder unter den a, oder 
den 6, enthalten sein mag. Wir erhalten dann in yy 
fiir s einen bestimmten endlichen oder unendlich grofsen 
Wert, der der Gleichung 


(7) F(s, 4) =0 
geniigen mufs. Ein unendlich grofser Wert kann sich also 


nur dann ergeben, wenn in dieser Gleichung der Koeffizient 
der héchsten Potenz von s verschwindet, d. h. wenn 


I (Q) = 0, 

also wenn 7 eine der Grofsen 0, ist. Wenn der fiir s er- 
zielte Wert ein endlicher und eine einfache Wurzel der 
Gleichung (7) ist, so mufs die Darstellung des durch Fort- 
setzung von s\? + 1S, (y — y,) auf dem Wege / entstehenden 
Funktionszweiges in der Umgebung von y= 7 durch die- 
jenige gewohnliche Potenzreihe von y — 7 geliefert werden, 
die im Sinne der vorigen Nummer dieser endlichen und 
einfachen Wurzel der Gleichung (7) entspricht. In diesem 
Falle ist also jener Funktionszweig auch in der Umgebung 
von y = holomorph. 

Ein solcher Funktionszweig kann also nur dann auf- 
héren holomorph zu sein, wenn er entweder 

1) in y—y wnendlich wird, was nur eintreten kann, 
wenn 7 gleich einem 2; ist, oder 
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2) wenn er in yy gleich einer mehrfachen Wurzel 
der Gleichung (7) wird, was nur dann erfolgen kann, wenn 
n gleich einem a; ist. 

Wir beginnen mit der Behandlung des Falles 1). 

Sei 7 = b,, wo 

I (bx) = 9 
ist. Offenbar kénnen dann nicht auch alle g, (y),.--9m(y) 
fiir 1» — 0b, verschwinden, da sonst alle Koeffizienten von (2) 
wider die Voraussetzung den gemeinsamen Teiler 


y — by 
besitzen miifsten. Sei also 
Io (Ox) = 9,. ++ ga —1 (Ox) = 9, 

aber 

91 (Ox) F 9. 

Die Gleichung 

Eley Oye 0 

lautet dann 
ga (bx) 8" | ... 9m (Ox) = 0; 

sie hat also nebst m—A endlichen Wurzeln (unter denen 


eventuell auch mehrfache sein kénnen, wenn nimlich 5; auch 
unter den a, enthalten, d. h. 


Dib 0 


ist) die 4-fache Wurzel so. Wenn A> 1 ist, so haben 
wir also den Fall einer mehrfachen Wurzel soo. Dieser 
Fall wird unter 2) zu behandeln sein. Wir setzen also 
voraus, dafs 41, d.h. schon 


% (bx) 7-0 
sei. 
Setzen wir dann in der Gleichung (2) 
ul 
$= — 


Oo” 


so besitzt die Gleichung 


1 
mF(—,y)=0 


fiir y— 0, die einfache Wurzel o = 0, wir haben folglich, 
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dieser Wurzel entsprechend, eine nach positiven ganzen 
Potenzen von » — 0, fortschreitende Entwickelung 


O18, (Y— by) 8, (y — 0,7 ee 


woraus sich fiir s 
; 1 

B, (y¥ — be) ++ Bo (y — bx)? +. 

ergiebt. Unser Funktionszweig hat also in y = = 6, einen 


Pol. Die Ordnung dieses Pols hingt davon ab, wie viele 
der Koeffizienten 
B,, Bo, ba 


verschwinden, jedenfalls ist aber diese Ordnung eine endliche. 

Wir gehen an die Behandlung des Falles 2). Es sei 
y =a, und der Wert unseres Funktionszweiges in a, sei 
eine mehrfache, sagen wir 4-fache Wurzel der Gleichung (7). 
Da der Fall, wo diese Wurzel unendlich grofs ist, durch 
die Substitution 


—— 


—— 
Go 
auf den Fall der 4-fachen Wurzel o—0 zuriickgefiihrt 
werden kann, so setzen wir voraus, dafs diese A-fache Wurzel 
eine endliche s=—z7 sei. Es ist dann fir y—=a,, s=t 
OF CY ead te vr 
F(s, y)= 0, eo ee eee \h AE wei. asi bp 
Wenn wir die simtlichen Reihen (6) auf dem Wege / 
bis nach y =a, hin fortsetzen, so stimmen die Werte, die 
diese m Funktionszweige in a, annehmen, mit den Wurzeln 
der Gleichung (7) 
F(a, ay) ==)(() 


iiberein; da nun s 7 eine A-fache Wurzel dieser Gleichung 
ist, so mtissen genau A dieser Funktionszweige in a, den 
Wert z annehmen, es seien dies die aus 


(0) (0) | om 3) 

81 + Bi (¥— Yo) 82 + Be (Y—Yo)y ++ 84 + Bally —Y) 
entspringenden Zweige, die wir kurz durch s,,8,,...8, be- 
zeichnen wollen. Die aus den tibrigen Reihen (6) entspringen- 
den Zweige 8,41, 81 4.2,--. Sm besitzen in y= «a, Werte, die von 
« verschieden sind. — Betrachten wir nun einen in unend- 
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licher Nahe von a; gelegenen y- Wert, so sind die Werte der 
m Funktionszweige, die der Gleichung (2) Geniige leisten, 
in diesem Punkte y von den m Wurzeln der Gleichung (7) 
unendlich wenig verschieden, die Werte von s,, s,,...s, sind 
also dem + unendlich benachbart, wahrend sich die Werte 
Von 8; 41,++8 Von t um eine endliche Gréfse unterscheiden.*) 
Lassen wir nun die Variable y einen einfachen positiven 
Umlauf um a; vollziehen, so erleiden, wie in der vorigen 
Nummer gezeigt wurde, die s,, 5,,...8m eine Permutation; 
da aber bei der Fortsetzung lings dieses Umlaufes die 
Anderung der Funktionszweige s,, 8,,...8» in stetiger Weise 
erfolgt, kénnen die s,,s,,...s, nur in solche Zweige tiber- 
gegangen sein, deren Werte fiir einen dem a, unendlich be- 
nachbarten Punkt y, von 7+ unendlich wenig verschieden sind, 
d. h. die s,, s,,...s8,; kénnen sich nur untereinander permu- 
tiert haben. Da die Anzahl der méglichen Permutationen 
nicht gréfser sein kann als 4, so werden die s,,s,,... 82 
jedenfalls nach A-maliger Wiederholung dieses Umlaufs ihre 
urspriinglichen Werte angenommen haben. Es kann sich 
aber ereignen, dafs einzelne der s,,s,,... 8, schon friiher zu 
ihrem urspriinglichen Werte gelangen. Mége z. B.s, nach 
dem ersten Umlaufe in s,, dieses nach dem zweiten Umlaufe 
in ss tibergegangen sein, und midge das nach dem p — 1-ten 
Umlaufe sich ergebende sy beim p-ten Umlaufe wieder in s, 
tibergehen, dann kann p< A sein, d.h. die p Zweige 
(8) CAC OD) 

brauchen nicht alle s,, s,,...s,; zu erschépfen. Dagegen ist 
klar, dafs jeder dieser p Zweige durch einen einfachen posi- 
tiven Umlauf um a in den niachstfolgenden der Reihe iiber- 
geht (sy wieder in s,), so dals also diese p Zweige sich bei 
einem solchen Umlaufe cyklisch permutieren. Man sagt 
darum, dafs diese p Zweige einen p-gliedrigen Cyklus 
bilden. Wenn p<A ist, so bilden die nicht unter den 
Zweigen (8) enthaltenen Elemente der 


815 8g, +++ 82 


noch andere Cykeln. Allgemein kinnen wir sagen: 


*) Bei dicsem Schlusse wird davon Gebrauch gemacht, dafs sich 
s auch in einem Punkte az mit y stetig andert. Das erfordert einen 
besonderen Beweis, auf den wir jedoch hier nicht eingehen. 
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Diejenigen 4 Zweige s,,s,,...s8,, die im Punkte 
a den gemeinsamen Wert +t annehmen, sondern 
sich in Cykeln. Die Elemente eines solchen Cyklus 
permutieren sich, wenn y Umliufe um a, vollzieht 
untereinander. 

Betrachten wir nun den p-gliedrigen Cyklus 


Syy Say 88) 2+ 89 
und setzen 
Y— &, = ZP, 


dann entspricht einem einfachen Umlaufe von z um den 
Punkt z= 0 ein p-maliger Umlauf von y um den Punkt a;; 
denn setzt man 
tf Ay === reee* ie == oo, 
8o ist 
r eft —= oP ePyi, 


also g=pyw, d.h. wenn w um 227 wachst, so wichst p 
um 2p. Da nun ein p-maliger Umlauf von y um a die 
Elemente unseres Cyklus zu ihren Ausgangswerten zuriick- 
fiihrt, folgt, dafs diese Elemente bei einem einfachen Um- 
lauf von z um z= 0 ungeiindert bleiben, dafs sie also in 
der Umgebung von -=—0 eindeutige Funktionen von z 
sind. Ferner sind diese Elemente aber in z= 0 endlich 
und stetig, also sind sie in der Umgebung von z = 0 holo- 
morph, d. h. nach positiven ganzen Potenzen von z ent- 
wickelbar. Sei 


s = t+y2+y,2?+...., 


dann haben wir also in der Umgebung von y= a@ 
1 2 


Sy Tt, (Yi) Ya Y— a) 
Vollzieht y der Reihe nach (p —1) geschlossene Um- 
liufe im positiven Sinne um a, so multipliziert sich 
af 


(9) om ay)? 
mit der ersten, zweiten, ... (p —1)-ten Potenz von 


os in 
wihrend s, in s,, 83,...8) tibergeht, wir erhalten also aus 
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der fiir s, giiltigen Entwickelung sofort die fiir s., ss, ... 83 
giiltigen, indem wir an die Stelle von (9) 


2gnt p's 
@ F (y—a,)? (g=1,2,...p—1) 


setzen. D. h. 

Die zu einem Cyklus gehérigen Elemente 
werden in der Umgebung von a durch eine einheit- 
liche, nach gebrochenen Potenzen des Inkrements 
fortschreitende Reihenentwickelung dargestellt. 

Man sagt nach Riemann,*) dafs die einen Cyklus 
bildenden Elemente (8) sich im Punkte a, in einander ver- 
zweigen, oder dafs a, fiir diese Funktionszweige einen 
Verzweigungspunkt (p—1)-ter Ordnung darstellt. 
Derselbe Punkt a, kann fiir einen andern Cyklus von 
Zweigen ein Verzweigungspunkt von anderer Ordnung sein. 
Es kann auch vorkommen, dafs von den Zweigen s,, 8, .. . 82, 
die in a, den gemeinsamen Wert « annehmen, einer fiir 
sich allein Cyklus bildet, d. h. schon nach einem einfachen 
Umlaufe um « seinen urspriinglichen Wert annimmt, dann 
ist der betreffende Zweig in der Umgebung von a, ein- 
deutig, oder wie man auch sagt, unverzweigt. 

Diese Erérterungen bleiben im wesentlichen auch in 
dem Falle in Kraft, wenn der Punkt a; zugleich eine Wurzel 
der Gleichung 


9 (y) = 9 
ist, d. h. wenn zoo ist. Man hat dann die Substitution 
1 
$ == — 
oO 


za machen und erhalt fiir einen Cyklus von Zweigen, die 
in ya, den gemeinsamen Wert o annehmen, eine ein- 
heitliche Entwickelung nach gebrochenen Potenzen von 
y—, in der negative Potenzen aber stets nur in end- 
licher Anzahl] auftreten (vergl. das Auftreten solcher Ent- 
wickelungen in der Nr. 11). Man sagt dann, «= a, sei 
fiir die Elemente des betreffenden Cyklus ein algebra- 
ischer Unendlichkeitspunkt. 


*) Theorie der Abelschen Funktionen, Werke, S. 88 ff. 
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Schliefslich hat man noch den Punkt y—oo zu be- 
trachten; man macht zu dem Ende die Substitution 


1 


z 


y= 


und untersucht s in der Umgebung von z— 0; dieser Punkt 
kann dann ein nicht singulérer, oder ein gewdhnlicher Pol, 
oder ein Verzweigungspunkt, oder Pol und Verzweigungs- 
punkt zugleich, d. h. eine algebraische Unendlichkeitsstelle 
sein. Die Entwickelungen in der Umgebung von y—o 
schreiten dann nach ganzen oder gebrochenen Potenzen von 
y—} fort. 


60. Spezielle Untersuchung des Falles einer 
doppelten Wurzel. 


Fiir die genaue Bestimmung der Verteilung der zu 
einer mehrfachen Wurzel der Gleichung 


F (s, a) = 0 


gehérigen Funktionszweige in Cykeln, hat Puiseux ein 
bestimmtes Verfahren aufgestellt. Wir wollen hier nur den 
einfachsten Fall etwas eingehender studieren, den Fall 
nimlich, wo zu y= a, eine doppelte Wurzel sv jener 
Gleichung gehért, wo also A= 2, d. h. fiir y= a, s =v 
oF er 

os au os? op 


ist. Man sagt dann, der Punkt a sei eine einfache 
Singularitait. In gewisser Hinsicht kann man diesen Fall 
sogar als den allgemeinen auffassen, indem einerseits alle 
iibrigen (4 > 2) auf ihn durch einen Grenziibergang zuriick- 
gefiihrt werden kénnen und andererseits, wie Kronecker*) 
gezeigt hat, jede algebraische Gleichung in s, y durch 
rationale Transformation in eine Gleichung tibergefiihrt 
werden kann, fiir die alle Singularititen einfache sind. 


F(s,y)=0, 


*) Crelles Journal Bd. 91, S. 304 ff. 
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Entwickeln wir F'(s, y) nach dem Taylorschen Satze 
in der Umgebung von y= a, st, so ist*) 


Gen (S)u- + at LG) ea 
H 2(5 5) a) (s—*) 4 a (— 2] +....=0, 


durch das Einklammern der partiellen Ableitungen von F 
deuten wir an, dafs die Werte dieser Ableitungen fiir 
y= s==7 géemeint sind. 

Seien s,, s, die beiden Funktionszweige, die fiir y= a 
den Wert + annehmen, so kiénnen diese entweder einen zwei- 
gliedrigen Cyklus bilden, dann sind sie durch eine einheit- 
liche, nach positiven ganzen Potenzen von 


1 
(y — a)? 
fortschreitende Reihe in der Umgebung von ya, dar- 
stellbar, oder es bildet jedes s,, s, fiir sich einen Cyklus, 
dann sind s,,s, in der Umgebung von 7 = a, holomorph. 
Im ersten Falle haben wir 


(1) obaetey—attey—wtay—wtt..., 
im zweiten 
(12) ‘eae tO, (y — ax) + 0, (y — a)? +..., 
Sy = T+ & (y¥— o%) + & (YY — %)* +... 


Wenn im ersten Falle c, von Null verschieden ist, 
so haben wir 


dy 
d. h. die Ableitung 
oF 
ds Oy 
ip eee 
aa 


*) Fir das Folgende vergl. man z. B, Clebsch und Gordan,- 
Abelsche Funktionen (1866), 8. 10 ff. 
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besitzt fiir y—c«, s=v einen wnendlich grofsen Wert; 


also mufs 
F 
—) #0 
oy 


sein. Denken wir uns y,s als rechtwinkelige Koordinaten 
einer Ebene, so stellt die Gleichung (2) eine algebraische 
Kurve dar; in dem Punkte y=, s—vz steht dann die 
Tangente senkrecht zur y-Achse; die beiden Ordinaten 
81,8), die fiir einen Abscissenwert, der unendlich nahe an 
Cy, liegt, von einander vorechiedem sind, fallen fiir y= a, 
in den Wert z zusammen. Im iibrigen ist der Punkt 7 — a, 
s=vt kein geometrisch ausgezeichneter Punkt der Kurve. 
Im zweiten Falle ist 


1) — oe) — 
dy =0, dy =a) 


( ds )= s—Tt 
dy ie = oa ¥ — & 
fiir y =a, s==v zwei yon einander verschiedene endliche 


Werte, die nichts anderes sind, wie die Wurzeln der 
quadratischen Gleichung 


Ge) (S7)+2 ea G+ +h = G9 


wihrend 


ee rg) eailagn), Gan) 


ist. ee Kurve hat dann im ee Y=, == 0 Zwei 
von einander verschiedene Tangenten, der Punkt ist ein 
sogenannter Doppelpunkt. 

Anders liegt die Sache, wenn 


=o Gor) — Gar) Ge 
Syoda earner 


ist. Dann fallen die beiden ree der quadratischen 

Gleichung (18) in einen gemeinsamen endlichen Wert zu- 

sammen, die Kurve hat in y= a, sv nur eine Tangente, 
Schlesinger, Differentialgleichungen. 16 


also hat 
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der Punkt ist ein sogenannter Riickkehrpunkt. Offenbar 
mufs sich dieser Fall dem ersten durch die Gleichung (11) 
charakterisierten Falle unterordnen, nur kann nicht c, einen 
von Null verschiedenen Wert haben. Um in diesem Falle 
die genaue Form der Entwickelung (11) zu finden, beachten 
wir, dafs die linke Seite der Gleichung (13) jetzt ein voll- 
stindiges Quadrat ist; also kénnen wir in der Entwickelung 
(10) von F(s,y) das Aggregat der quadratischen Glieder 
in die Form setzen 


ik (yen, . IL ff OL 
= SP ae dey pee ae 
[A(y—a) + B(s ©) Ameg st) B=5(Ga 3 


Fiihren wir nun 
A(y— q) + B(s—t)=0 
an Stelle von s als neue abhingige Variable ein, so wird (10) 
(14) F (y, 8) = ® (y, ©) 


=e +5 (Fs) o-w'+..4+Cs)ol+...=0. 
Entsprechend + Entwickelung (11) finden wir fiir o eine 
Entwickelung von der Form 
1 3 
TY, (Y — Gy)* Yq (Y — Gx) eg (Y Oe)? En ees 


setzen wir diese in (14) ein, so ergiebt sich, indem man 
ordnet und die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von 
y— a gleich Null setzt 


rea ee ee 
41,= 9, %=9, Vasol ap: SF) =O, ae 


die Entwickelung von o lautet also 


t= 74 (y—a)i+t...y %s er) a a) 


und demgemafs die Entwickelung von s,, s, 


A 
as) 2} =1—Fy—Htqy—w! +.. 


Diese Form der Entwickelung charakterisiert also einen 
Riickkehrpunkt. 


Wir haben nur noch einige Bemerkungen zu machen 
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in Bezug auf den Fall, wo die Koeffizienten g, (y),... 9m (y) 
der Gleichung (2) so beschaffen sind, dafs die Koeffizienten 
dieser ganzen rationalen Funktionen von y, nicht wirkliche 
Konstanten, sondern Funktionen gewisser Parameter sind. 
Nehmen wir an, es seien diese Koeffizienten Funktionen 
eines von y wunabhingigen, verinderlichen Parameters « 
u. z. selen diese Funktionen 

1) in der Umgebung eines Wertes «= .«, holomorph, 

2) sei fiir «=, g)(y) nicht identisch, d. h. fiir jeden 
Wert von y gleich Null, 

3) mége fir w«—x, kein y-Wert existieren, fiir 
welchen die 9, (¥), 9, (y),--- Im(y) gleichzeitig ver- 
schwinden, 

4) migen die Lésungen der Diskriminantengleichung 

D (y) = 0, 
deren Koeffizienten natiirlich auch von « abhingen 
werden, in der Umgebung von «=z, holomorph 
sein, und mégen diejenigen unter diesen Liésungen, 
die fiir ein willkiirliches ~ von einander verschieden 
sind, auch fiir «—.w, verschiedene Werte besitzen. 

5) mégen die Bedingungen 1), 2), 3), 4) auch fiir die 
Gleichung erfiillt sein, die aus (2) durch die Sub- 


stitution 
1 


8= 


0 
hervorgeht. 

Schliefsen wir diejenigen w-Werte, fiir welche diese 
fiinf Bedingungen nicht simtlich erfiillt sind, aus, so folgt 
aus der Form der Koeffizienten, der ftir die Zweige von s 
in der Umgebung irgend eines Wertes y—vy geltenden 
Reihenentwickelungen, dafs diese Koeffizienten in der Um- 
gebung jedes w-Wertes, der nicht zu den ausgeschlossenen 
gehort, und in dessen Umgebung sowohl y als auch der dem 
y=y entsprechende Wert von s holomorph ist, ebenfalls 
holomorph sein werden.*) 


*) Fuchs, Berliner Sitzungsberichte, 1884, S. 701; vergl. 


Painlevé, Lecons, 8. 50. 
16% 
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61. Begriff der Integralfunktion fiir die betrachtete 
Form von Differentialgleichungen erster Ordnung.*) 


Nach diesen Vorbereitungen gehen wir an das Studium 
der Differentialgleichung (1) 


d 
aoe Y, v) 10) 


die wir ausfiihrlicher in der Form 


di m di m—1 
A, (y, x) ie = a (Y; wv) (Se aa tee + ACS (y, @) = 0, 


schreiben, worin die A), 4,,... Am ganze rationale Funktionen 
von y mit von w abhingigen Koeffizienten bedeuten. 
Wir setzen voraus, dafs die Gleichung 


(16) F(s, y, ®)=0, 
aufgefafst als algebraische Gleichung zwischen s, y, ir- 
reduktibel sei, also F’(s,y, x) nicht zerlegbar in Faktoren, 
die selbst ganze rationale Funktionen von s, y mit irgend- 
welchen von « abhingigen oder konstanten Koeffizienten sind. 
Durch Elimination von s zwischen (16) und der Gleichung 


d f(s, y, x) — F'(s,y 2) = 0 
+ = 4 Oh — 


os 
bilden wir die Diskriminantengleichung 
(17) D(y, 2) = 0, 


deren linke Seite eine ganze rationale Funktion von y mit 
von w abhingigen Koeffizienten ist. 
Sei nun «= «a, y= y, ein Wertepaar, fiir welches 


DY; %) FO, Ag (Yo, %) FO 
sind, dann besitzt die Gleichung 
F (8, Y) %) = 0 


*) Quellen fiir diese und, die folgenden Nummern sind: Briot 
und Bouquet, Journal de l’Kcole Polyt. cah. 36; Fuchs, Berliner 
Sitzungsberichte, 1884, S. 699 ff.; Hamburger, Crelles Journal, 
Bd. 112, S. 205ff.; Poincaré, Acta Mathematica, Bd. 7, 8. 1 ff; 
vergl. hierzu Picard, Traité III, S. 40, 61 ff.; Painlevé, Lecons, S. 47 ff. 
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m yon einander verschiedene endliche Wurzeln 


0) (0 (0 
x, a. EO, 
Beschriinken wir « auf eine hinreichend kleine Umgebung 
von #,, So haben wir m in der Umgebung von y—y%W 
giiltige gewohnliche Potenzreihen 


(18) 8% = Ceo Cur - (Y — Yo) + M2 -(Y¥—Y%)?+.-- + 


(ss Ws no i0) 


die der Gleichung (16) Geniige leisten, und wo die Funktionen 
jo von « fiir «= 2, die Werte go) annehmen. 

Wir denken uns nun diejenigen Werte der Variabeln ~, 
die in der Gleichung (16) als Parameter anzusehen ist, 
welche den am Schlusse der vorigen Nummer zusammen- 
gestellten Bedingungen 1) bis 5) nicht Geniige leisten, ein 
fiir allemale aus der Ebene der komplexen Variabeln « 
ausgeschlossen. Wenn dann «, nicht zu den ausge- 
schlossenen Werten gehért, so sind die Koeffizienten 


CeO) Ch1y Ck2) -++- (BS seo TO) 


der Entwickelungen (18) in der Umgebung von «= uw, 
holomorphe Funktionen von w, wir kénnen also diese Ent- 
wickelungen, indem wir dieselben nach Potenzen von 
2 —%y, y—Yo Ordnen, in der Form 


0 fe 
— 3) + Yi, (@ — ay Y— Yo) (k=1,2,...m) 


schreiben, wo ‘3; gewdéhnliche Potenzreihen von «— x, 
y—y, bedeuten, die in einer gewissen Umgebung von 
G— 2, y=y, konvyergieren und fir <=2,, y= y, ver- 
schwinden. 
Die Gleichung (16) verwandelt sich fiir 
dy 
5. bh 


in die Differentialgleichung (1); in der Umgebung von 
=X) y=Y, ist also diese Differentialgleichung gleich- 
wertig dem Systeme von m Differentialgleichungen 


d 
(19) =P 4+ Pi (@— a, y—Yo) (= 1,2...m) 
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Nach dem Cauchyschen Existenstheoreme besitzt jede dieser 
Differentialgleichungen ein und nur ein in der Umgebung 
von «=, holomorphes Integral, welches fiir «—w#, den 
Wert y, annimmt. Wir bezeichnen diese Integrale in der- 
selben Reihenfolge, in welcher die Gleichungen (19) ge- 
sehrieben sind, mit 


Y49 Yor +++ Ym 


(Be) (0) 
= §;, 
Ch e/a eres 


ist. Offenbar geniigen diese Integrale auch der urspriing- 
lichen Differentialgleichung (1), wir haben also den Satz: 

Die Differentialgleichung (1) besitzt, wenn ~«, 
keiner der ausgeschlossenen Werte und y, so be- 
schaffen ist, dafs 


D (Yor &o) #0, Ay (Yo; X) F 0 


sind, m in der Umgebung von «a, holomorphe 
Integrale, die fiir ~—«#, den Wert y, annehmen und 
dadurch eindeutig charakterisiert sind, dafs ihre 
Ableitungen fiir «=, beziehungsweise gleich einer 
Wurzel der Gleichung 


Es, 4); %) =0 


go dafs also 


werden. 

Nach der Bemerkung der Nr. 9 (S. 30) giebt es 
aufser diesen m holomorphen Integralen kein nach irgend- 
welchen Potenzen von «—w#, entwickelbares Integral der 
Differentialgleichungen (19), welches fiir «wx, den Wert 
y) annimmt. In wie weit dies auch fiir die Differential- 
gleichung (1) selbst gilt, werden die folgenden Unter- 
suchungen lehren. 

Betrachten wir einen einfach zusammenhingenden Be- 
reich B der «-Ebene, innerhalb dessen die Koeffizienten der 
Differentialgleichung (1) eindeutige Funktionen von 
sind und der den Punkt x, enthalt. Denken wir uns die 


Yi Yor s+ Ym 
darstellenden Potenzreihen innerhalb 6 analytisch fortgesetzt. 


Die durch diese Fortsetzung entstehenden Potenzreihen ge- 
niigen dann nach dem Prinzip der Nr. 9 (S. 32) ebenfalls 
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der Differentialgleichung (1); wenn also die Koeffizienten 
von (1) allenthalben eindeutige, z. B. rationale Funktionen 
von « sind, so befriedigen die aus den Reihen 


Yay Yor s+ Ym 
entspringenden monogenen Funktionen in ihrem ganzen 
Existenzbereiche diese Differentialgleichung. 

Als singulire Punkte der Integralfunktion sind diejenigen 
«-Werte anzusehen, fiir welche die Méglichkeit der Ent- 
wickelung nach positiven ganzen Potenzen des Inkrements 
aufhért. Wir werden auch hier, mit Herrn Fuchs, zwei 
Kategorieen von solchen Punkten zu unterscheiden haben. 
Erstens feste Singularitiiten, d.h. solehe, die von der Wahl 
der Anfangswerte, durch welche ein Integral determiniert 
wird, unabhingig, also allen Integralen gemeinsam und 
darum aus den Koeffizienten der Differentialgleichung direkt 
zu entnehmen sind. Zu diesen gehdren diejenigen «-Werte, 
die wir als die Bedingungen 1) bis 5) nicht befriedigend 
von vornherein ausgeschlossen haben, es werden aber noch 
andere solche feste singulire Stellen im Laufe der weiteren 
Untersuchung hervortreten. Zweitens verschiebbare Singu- 
laritiiten, die von der Wahl der Anfangswerte abhingen. 
Wir kénnen uns auch sofort Rechenschaft dariiber ablegen, 
auf welche Weise solche verschiebbare Singularitaéten zu 
Tage treten kénnen. 

Wenn sich bei der analytischen Fortsetzung der Reihen 


Yr» Yar + Ym 
fiir einen Wert z ein Wert 7 der Integralfunktion ergiebt 
von der Beschaffenheit, dafs das Wertepaar (2, 7) eine der 
Gleichungen 
D (yn, %)=0, Ay (n, %) =90 

befriedigt, so ist die Existenz von in der Umgebung von 
« —=«& holomorphen Integralfunktionen, die in diesem Punkte 
den Wert 7 annehmen, in Frage gestellt. Es wird also im 
allgemeinen ein solcher Wert @ fiir dasjenige Integral oder 
diejenigen Integrale, die daselbst gleich 7 werden, ein singu- 
larer Punkt sein. Wir werden zunichst das Verhalten der 
Integralfunktion in der Umgebung solcher «-Werte zu er- 
griinden suchen und dabei unser Augenmerk besonders auf 
den Fall richten, wo ein derartiger Punkt 2 ein Ver- 
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zweigungspunkt eines Integrals sein kann. Wenn wir 
scharf die Bedingungen aufstellen, unter welchen ein solcher 
Fall eintreten kann, und dann die Koeffizienten der Differential- 
gleichung (1) so einschrinken, dafs diese Bedingungen nie- 
mals erfiillt sind, so werden wir diejenige Form der Diffe- 
rentialgleichung (1) anzugeben imstande sein, die notwendig 
und hinreichend dafiir ist, dafs die Integrale keine mit den 
Anfangswerten verschiebbaren Verzweigungspunkte besitzen. 
Wir machen die Ermittelung dieser Form der Differential- 
gleichung zu unserer ersten Aufgabe und werden demgemifs 
in der folgenden Untersuchung, die in allem wesentlichen 
nach der von Herrn Fuchs (a.a.O.) angegebenen Methode 
gefiihrt werden soll, immer von Fall zu Fall, gleich den sich 
ergebenden Beitrag zur Lésung dieser Aufgabe festhalten. 
Das Verhalten der Integrale in der Umgebung der festen 
singuliren Punkte bleibt vorlaiufig bei Seite. 


62. Untersuchung des Falles, wo der Koeffizient 
der héchsten Potenz der Ableitung verschwindet. 


Wir beginnen mit der Untersuchung des Verhaltens der 
Integralfunktion in der Umgebung einer Stelle x, wo das 
Integral einen Wert 7 annimmt, fiir den 


: A, (yj, ~) =0 
ist. 
Die Gleichung 
A, (y, %) = 9 
definiert 7 als Funktion von «. Wir betrachten einen Zweig 
y=) 


dieser Funktion, und beschrinken w auf ein Gebiet 8 der 
w-Ebene, innerhalb dessen 7 (w) eindeutig, endlich und stetig 
ist. Uberdies setzen wir voraus, dafs die Funktion 1 () 
nicht auch der Diskriminantengleichung Geniige leistet; es 
soll also fiir ein willktirliches, innerhalb 8 gelegenes « 


D (y (a), 2) £0 


sein. Setzen wir dann in die Gleichung (16) an Stelle von 
y die Funktion 7 (w) ein, so hat die Gleichung 
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(20) F'(s,n (2), 2) =0 
fiir ein willkiirliches, innerhalb 8 gelegenes w die einfache 
Wurzel s = o; nur fiir spezielle «-Werte kann s =o eine 
mehrfache Wurzel der Gleichung (20) sein, sind solche 
w-Werte vorhanden, so schliefsen wir sie aus und zihlen sie 
zu den festen singuliiren Punkten der Differentialgleichung (1). 

Entsprechend der einfachen Wurzel s— co von (20) 
giebt es einen wohlbestimmten Zweig der durch die Gleich- 
ung (16) definierten algebraischen Funktion s von y, dessen 
reziproker Wert in der Umgebung von y= 7 holomorph, 
also in der Form 


1 ’ 
Sa Po (¥— M+ Pr -Y—1)”.--- 


entwickelbar ist. Die ~, ~,,... sind innerhalb 8 holomorphe 
Funktionen von w, von denen aber einzelne identisch ver- 
schwinden kénnen. Sei identisch (d. h. fiir jedes «) 


Pet oct Po = 9,--+ Prn—2 = 9, 
jedoe 
Qn—1 #9, (n > 1) 


dann haben wir in der Umgebung von y= 7 


ee ee eer se sey 


Wenn auch ¢,—, nicht identisch gleich Null ist, so kann 
diese Funktion gleichwohl fiir spezielle, innerhalb 8 gelegene 
w-Werte verschwinden; sind soleche «-Werte vorhanden, so 
schliefsen wir sie aus und zihlen sie zu den festen Singulari- 
tiiten. Sei «—c ein innerhalb % gelegener Punkt, der 
nicht zu den ausgeschlossenen gehirt, so ist also 


== 


qn -1) #9, 
und indem wir ee an die Stelle von s setzen, haben wir 
die saat fiir y 
da 
af Can y—n +4 y—1)? +... 


da Op 
Fiihren wir ees an Stelle von y die Differenz y — 7 als 
abhingige Variable ein, so kommt, 
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d (ye ay 
Semmes ee ey Cie Bh nk 


oder wenn wir ausmultiplizieren und 


y—y=u 
setzen: 
du dn Ue 
—=— Me ae ae 
ey da du 4 a —1 Fh aI 
+ yn +t xntiut.... 
i 

Innerhalb B ist 7, also auch a holomorph, in der Um- 
gebung von «=—c sind auch 

1 

ay: Yn Sod Xn Xn+1) arene 


: ; aaa) d 
holomorphe Funktionen yon «; indem wir i mit Yn, ver- 
aw 


einigen und auf beiden Seiten von (21) die reziproken Werte 
nehmen, erhalten wir also 


dx : Me if 
== oy ag 
dee SONORA TEN a mea 


wo die é,,é,... in der Umgebung von «ce holomorphe 
Funktionen yon « bedeuten. Wir finden demnach endlich 


da 
Fy (7) + 3, (@)ut+...}, 


wo #, (@), F, (#),... in der Umgebung von 2 = ¢ konvergente 
gewohnliche Potenzreihen von «—c sind. Nach dem Cauchy- 
schen Existenztheoreme besitzt diese Differentialgleichung 
ein, und nur ein in der Umgebung von w— 0 _holomorphes 
Integral x, welches fiir «w= 0 den Wert ¢ annimmt, und fiir 
welches, wegen des Faktors u™, =~ 


du da d™-1a dx 
du’ du?i°** du™-1? du* 


du 
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im Punkte uv = 0 verschwinden, wihrend 
a+! x 
dunt 


in diesem Punkte einen von Null verschiedenen Wert be- 
sitzt. Die Entwickelung dieses Integrals in der Umgebung 
von u= 0 lautet folglich: 


Oe oe toe ah tel | Vea 0, 


Wo die 7n+41, 7n+2,--- Konstanten bedeuten. 
Nach dem Satze von der inversen Funktion (vergl. Nr. 10, 
S. 38) folgt hieraus 


1 2 
uh, (@—erFit jf, (Gps A Es 


1 

1 n 

A) aie: 
Yn+1 

also wenn wir auf y zuriickgehen 


1 2 
(22) y=4@)-+ A, @ 0 F1-F A, @ ot... 
Bedeutet also wc einen willkiirlichen, nicht aus- 
geschlossenen Wert von w innerhalb 8, so sind diejenigen 
Integrale der Differentialgleichung (1), die fiir «—c den 
Wert 7(c) annehmen, wo 


(23) A, (n (c), ‘()= 0, D (1 (c), ¢) 70 


ist, in der Umgebung von «=c in der Form (22) ent- 
wickelbar. Es giebt also n-++-1 solche Integrale, und da 
n > 1 ist, besitzen dieselben in ec einen Verzweigungs- 
punkt. 

Wenn wir also wiinschen werden, dafs ein willkiirlicher 
Wert «—c nicht als Verzweigungspunkt von Integralen der 
Differentialgleichung soll fungieren kénnen, so werden wir 
das Auftreten dieses Falles unméglich machen miissen. Es 
wird also ein Wertepaar «= c, y=—7(c), fiir welches die 
Bedingungen (23) erfiillt sind, nicht geben diirfen, d. h. 

(A). Die Gleichung A, (y,2)=0 wird keine 
Lésung y—7(«x) besitzen diirfen, die nicht auch die 
Diskriminantengleichung D(y, 7) =—0 befriedigt. 
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63. Untersuchung des Falles, wo die Diskriminante 
verschwindet. 


Wir wenden uns dem Falle zu, wo fiir einen Wert x 
die Integralfunktion einen Wert 1 annimmt, der mit 2 
zusammengenommen der Gleichung 


Dy) =0, 
nicht aber der Gleichung 
Auli), ==10 
geniigt. 
Die Diskriminantengleichung 
Dy, 2) =0 
definiert y als Funktion von w. Sei y—vy (a) ein Zweig 
dieser Funktion, der innerhalb eines gewissen Bereiches 8 


der «-Ebene holomorph ist, und der nicht zugleich der 
Gleichung 


A, (y, ) = 0 
Geniige leistet. Sollte die Gleichung 
A, (y (x), a) =0 
fiir spezielle w-Werte befriedigt werden kénnen, so schliefsen 
wir diese aus. 
Die Gleichung 
F(s, 0 (w), #) = 0 
besitzt jedenfalls eine mehrfache endliche Wurzel s = C (2), 
diejenigen Zweige der durch die Gleichung 
TS, 4, 2) ==) 
definierten algebraischen Funktion s von y, die fiir y = 1 («) 
den gemeinsamen Wert €(«) annehmen, sondern sich in 
Cykeln; wir nehmen einen solchen Cyklus; sei derselbe 
a-gliedrig, dann haben wir fiir die Elemente desselben in 
der Umgebung von y= 7 (x) die Entwickelung: 


a k+1 
(24) $— C(t) ey AY = 1) ce guY a) ahem, 
wo die gy, g,,--. natiirlich noch von « abhingen, und k eine 


positive ganze Zahl bedeutet, die so gewiahlt ist, dafs 9, 
nicht identisch verschwindet. 
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__ Sei der Bereich S so gewahlt, dafs innerhalb desselben 
nicht nur 7 («), sondern auch noch ¢ () holomorph ist, dann 
sind innerhalb 8 auch die Koeffizienten 


Yor WN = eee 
holomorphe Funktionen von «. Fiir spezielle Werte von « 
kénnte g, verschwinden, sind soleche Werte vorhanden, so 
schliefsen wir sie aus. 
ae ; 
Setzen wir an die Stelle von s, so folgt fiir 7 die 


Differentialgleichung 


dy Ks na 
hae —C=% Gene seo i) SE aioe 


oder fiir y— 7 die Differentialgleichung: 


1 d ue Paes 
ee Ne areola oo. 


dx dx 


Es ist nun mdglich, dafs die Lésung vy = 7 (x) der Dis- 
kriminantengleichung auch der Differentialgleichung (1) 


di 
P(S4n2) a 


Geniige leistet. Dann mufs also eas eine Loésung der 
Gleichung 

(26) F (8,1 (#), «) =0 
sein. Es kénnte sich ferner ereignen, dafs so gerade eine 


mehrfache Lisung dieser Gleichung, eventuell sogar die 
von uns betrachtete mehrfache Lisung ¢ (w) ist. Diesen Fall 
behandeln wir nachher. 
dig’, 
Wir setzen also jetzt voraus, dafs —_ nicht fiir 
jeden Wert von « mit C(x) tibereinstimmt. Sollte fir 


spezielle «-Werte 


sein, so schliefsen wir diese w-Werte aus. 
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Wir setzen dann 


et eae 
Dann geniigt nach (25) w der Differentialgleichung 
dut du dy 
— a—l — / a3 k+1 Pe. 
tp we da 6 dx Tlotanaiad ieenoaee 


woraus fiir « als Funktion von u die Differentialgleichung 


(27) da ake Ca l 


pS gk pg ttt. 


folgt. 
Sei wc ein nicht ausgeschlossener, innerhalb B ge- 
legener Punkt der «-Ebene, dann ist tir «—c 


cs ee, 9) £0. 


; Lia, 
Bezeichnen wir den Wert von c——l im  Ponkte @ ==" 
durch y, so lautet die Gleichung (27) in der Umgebung von 
re, (U aan) 
di 


eae (+ Be—40), 


wo S$(w—e,w) eine gewodhnliche Potenzreihe von «—«, wu 
bedeutet. Nach dem Existenztheoreme von Cauchy besitzt 
diese Differentialgleichung ein, und nur ein in der Umgebung 
von u=0 holomorphes Integral «, welches daselbst den 
Wert «—c annimmt, und fiir dieses Integral ist im Punkte 
=i) 

dx =e) ade a; Ce = 40, 


du ! dus-} ? dut 


seine Entwickelung in der Umgebung von u— 0 lautet folglich 
eet, uetlt pouetet ._., 


wo die 0,,0,,... Konstanten bedeuten. Nach dem Satze 
von der inversen Funktion folgt hieraus 
1 


1 2 
u==y" (e—c)* +e (2—e)*+.., 
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und hiernach ist in der Umgebung von w—c 
ee 
(28) eae @—o ¢ 
seh eoae ic 


Bedeutet also ce einen beliebigen nicht ausgeschlossenen 
Wert von 2, so sind diejenigen Integrale der Differential- 
gleichung (1), die fiir «= ¢ den Wert 7(c) und deren Ab- 
leitungen fiir ec den Wert ¢(c) annehmen, wo 


Dy0,)=0, y(n,9#0, (F2—C@)__ #0 


ist, in der Umgebung von «=e in der Form (28) ent- 
wickelbar. Es giebt stets a solche Integrale, und wenn 
a >1 ist, haben diese Integrale in ec einen Ver- 
zweigungspunkt. 

Wenn wir wiinschen, dafs der willktirliche Punkt «=o 
nicht als Verzweigungspunkt gewisser Integrale von (1) soll 
fungieren kénnen, so mufs dieser Fall unméglich sein, d. h. 

(B),. Wenn » (w) eine Lésung der Diskriminanten- 
gleichung ist, die die Gleichung 


A, (y, 4) =0 
nicht befriedigt, und einer mehrfachen Wurzel ¢ («) 
der Gleichung 


(a) F(s,n(w),#) = 0 
ein Zweig, der durch die Gleichung 
(3) E(s,y, #) = 0 


definierten algebraischen Funktion s von y ent- 
J ieee der sich fiir y—7 verzweigt (a > 1), so mufs 

C(v) mit der Ableitung von n(#) tibereinstimmen; 7 (#) 
mufs also jedenfalls ein Integral der Diffential- 
gleichung (1) sein. 

Nun konnte zu y = 7 (#) noch eine von ¢(#) verschiedene 
mehrfache Wurzel (x) der Gleichung (w) gehéren, der Zweige 
der durch (@) definierten algebraischen Funktion s von y 
entsprechen, die sich fiir y= () verzweigen. Dann wire 
aber jedenfalls 
dy 


da’ 


F(a) F 
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der willktirliche Punkt «—c wire also nach den Ergeb- 
nissen dieser Nummer ein Verzweigungspunkt fiir diejenigen 
Integrale von (1), die in «—c den Wert 7(c) und deren 
Ableitungen in «= c den Wert #(c) annehmen. Um diese 
Moglichkeit auszuschliefsen, haben wir, wenn verschiebbare 
Verzweigungspunkte nicht auftreten sollen, als weitere Be- 
dingung hinzuzufiigen : 
(B),. Es mufs 
d yj 
Rk: 


die einzige mehrfache Liésung der Gleichung (qa) 
sein, der Zweige, der durch (¢) definierten algebrai- 
schen Funktion s von y entsprechen, die sich fiir 
y =n verzweigen. 

Ehe wir weiter gehen, deuten wir den in dieser Nummer 
abgehandelten Fall noch geometrisch. 

Nach (28) ist fiir die « Integrale, die in e = c den Wert 
7 (¢) annehmen, 


oo | =,,|54]_ = y+ (52), 
da bss Gig | ess 


also nach der Definition von y 


(54) =to. 


OPERA! pyar 


Geometrisch kénnen wir, indem wir «,y als Cartesi- 
sche Koordinaten deuten, jede Integralfunktion durch eine 
Kurve (Integralkurve) repriisentieren. Die durch (28) in der 
Umgebung von xc dargestellten Integrale werden also 
o« Kurven geben, die einander im Punkt ec, y= 7 (c) 


uae d : 
beriihren, da fiir sie in diesem Punkte ve den gemein- 
samen Wert C(c) besitzt. Ferner werden diese « Kurven 
in diesem Punkte von der Kurve y= y(«), die wir kurz 
die Diskriminantenkurve nennen wollen, geschnitten, 


aber nicht beriihrt, da ja 


(Sh 1) _ #60 


vorausgesetzt wurde. Der Punkt «=c, y=7n(c) ist fiir 


64. Untersuchung der singuliren Integrale. DS 


die « Kurven (28), wenn a = 2 ist, ein Riickkehrpunkt 
(vergl. Nr. 60, S. 242), wir behalten diese Bezeichnung auch 
fiir «>> 2 bei. Denken wir uns nun ¢ nicht fest, sondern 
willkiirlich, also als vertnderlichen Parameter. Dann 
stellt die Gleichung (28) in der Umgebung von «—c das 
allgemeine Integral der Differentialgleichung (1) dar, in- 
dem c¢ als willkiirliche Konstante fungiert. Geometrisch 
haben wir also dann nicht « Kurven, sondern @ Scharen von 
unendlich vielen Kurven; diese « Kurvenscharen sind so be- 
schaffen, dafs die demselben c-Werte entsprechenden a Kurven 
sich stets im Punkte mit der Abscisse «—c beriihren und 
dafs sie in diesem Punkte, der stets ein Riickkehrpunkt ist, 
yon der Diskriminantenkurve y = 7 (xv) geschnitten werden. 
Es ist also yy (a) der geometrische Ort der Riick- 
kehrpunkte der einander beritihrenden «@ Scharen 
von Integralkurven.*) 
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Die Lésung (2) der Diskriminantengleichung midge 
nun ein Integral der Differentialgleichung (1) sein, so 
zwar, dafs 
dy (#) 


(29) Te = (0) 
eine mehrfache Lésung der Gleichung 
F(s, 4 (#), «) =0 
ist. Das Integral 7 (z) befriedigt dann die beiden Gleichungen 
d ‘ , — 8 iz x) 
F a1 2) =0, F ie n, & )=0, (F'= 2 ol 


Differentiieren wir die erste Gleichung total nach «, so folgt 
mit Riicksicht auf die zweite, dafs auch 


oF dn L bs 
dn da ye 
sein mufs. Damit also die Differentialgleichung (1) ein Inte- 


*) Vergl. Darboux, Bulletin des Sciences Mathématiques 1873. 
Schlesinger, Differentialgleichungen, ah 
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gral von der ftir n(x) angegebenen Beschaffenheit besitzt, 
ist notwendig, dafs die drei Gleichungen 

oF oF 
oY Ute Py. 
gleichzeitig befriedigt werden, indem man fiir s,7y gewisse 
Funktionen von « setzt. 

Wenn man die Differentialgleichung (1) beliebig wihlt 
und die drei Gleichungen (80) ansetzt, so werden sich als 
gemeinsame Lisungen dieser Gleichungen im allgemeinen 
gewisse diskrete Wertetripel (s,y,~) ergeben. Eine Differential- 
gleichung (1) besitzt also ,im allgemeinen“ kein Integral 
von der fiir 7() geforderten Beschaffenheit; die Existenz 
eines solchen bedingt das Bestehen von gewissen Beziehungen 
zwischen den Koeffizienten der Differentialgleichung. 

Unter Voraussetzung des Bestehens der Gleichung (29) 
lautet (25) (S. 253) wie folgt: 


(30) F(s,y, 7) = 0, F” (89, 2) = 0, 0 


Fe ") k k+1 
(6a) YO — gy —1)" +9) © +e, 


wenn wir also wieder 


aca aaa 
setzen, so ist 
11 
(25 b) aut 1 == g,ut-— 9g, ut Ph .., 
dx Cure aE 


oll — ane . 
(31) du tuto wt... 


Bedeutet ¢ einen willkiirlichen, nicht ausgeschlossenen 
«-Wert innerhalb %, so ist g, fiir « =e von Null verschieden, 
die Differentialgleichung (31) hat also in der Umgebung yon 
w= 0) v= edie Form 

da oe 

(82) Ae Se AN =i, th) 
wo ‘3 («— ce, u) eine gewohnliche Potenzreihe von « —c und 
u bedeutet. Wir haben jetzt die beiden Fiille 

Ih e—1—k>0, 
Il) e—1—k<0 
zu unterscheiden und gesondert zu behandeln. 
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Im Falle I) haben wir, da & eine positive ganze Zahl 

ist, a—1>k, also 
(Ba ed sp 

die rechte Seite der Differentialgleichung (32) ist in der Um- 
gebung von u=—0, «=e holomorph, nach dem Existenz- 
theorem giebt es demnach ein und nur ein in der Umgebung 
von «= 0 holomorphes Integral x, welches fiir w= 0 den 
Wert ¢ annimmt, und fiir dieses Integral ist die (a — k)-te 
Ableitung die erste, die fiir «==0 nicht verschwindet; es 
lautet also: 


ges y, ue ty, yee rit S... (v1 0). 
Nach dem Satze von der inversen Funktion folgt hieraus 
1 2 


u== 6, (@—0)*—*+4 6, (@— oF 4...., (61 £0) 
eee 2 a+1 
(33) ¥Y— = ue = 6, @—ey "te wer oie ts 
(1 #0). 


Diese Reihe stellt uns in der Umgebung von «=e, 
a—k Integrale der Differentialgleichung (1) dar, die fiir 
e—=e den Wert »(c) annehmen und daselbst einen Ver- 
zweigungspunkt besitzen, wenn a — k> 1 ist. 

Wenn wir dafiir sorgen wollen, dafs der willktirliche 
Punkt «ce nicht als Verzweigungspunkt gewisser Integrale 
soll fungieren kénnen, so haben wir also der Differential- 
gleichung die Bedingung aufzuerlegen, dafs « — k= 1 sei, d.h. 

(C),, Wenn in der Entwickelung (24) (S. 252) die 
Zah] «—1—k& nicht negativ ist, so mufs sie gleich 
Null sein. 

Wir wollen nun die Bedeutung der Integrale (33) und 
ihre Beziehung zu dem Integrale y= 7(«) erdrtern. Es 
ist im Punkte «—ce nicht nur der Wert der a —k Integrale 
(33) gleich y(¢), sondern auch der Wert ibrer ersten Ab- 


: i 
leitung stimmt fiir «ec mit dem Werte von seul iiberein, 


dx 
da ja nach (83) 
d(y — ey fs 
( dx ELAS, 


LAS 
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ist. Betrachten wir wiederum, thnlich wie in der vorigen 
Nummer, ¢ als willkiirliche Konstante oder als veranderlichen 
Parameter, so liefert (wie dort) die Gleichung (33) die 
Darstellung des allgemeinen Integrals von (1) in der 
Umgebung von «—c. Geometrisch gedeutet, stellt (33) 
o —k Scharen von Integralkurven dar; die Diskriminanten- 
kurve y= (a), die jetzt selbst auch eine Integralkurve 
ist, hat die Eigenschaft, dafs sie in jedem ihrer Punkte 
“e==¢, y=n(c) von den a—k zusammengehirigen und 
einander beriihrenden Individuen der Scharen (33) beriihrt 
wird, sie stellt also die Enveloppe dieser a —k Scharen 
von Integralkurven dar. Der Unterschied gegentiber dem in 
der vorigen Nummer behandelten Falle besteht also darin, dafs 
dort jeder Punkt #—c, yy (ce) der Diskriminantenkurve 
y =7 (x) ein Riickkehrpunkt, also ein singulaérer Punkt 
gewisser Integralkurven war, wiihrend hier die Diskriminanten- 
kurve 7 = 7(«) selbst eine Integralkurve ist, die in jedem 
ihrer Punkte «—c, y= n(c) gewisse a —k Integralkurven 
beriihrt; der Beriihrungspunkt ist aber im geometrischen 
Sinne kein singulirer Punkt jener a —k Integralkurven. 
In der That hat man z. B. fiir « = 2, fiir die Kurven (83) 
in der Umgebung von «= c die Entwickelung 


y=n(a) +e, («—c)? +e, (e—oF+.... 
Man nennt in diesem Falle das Integral y—y7(wx) ein 
singulires. 

Die Bedeutung eines singularen Integrals, ist 
also die, dafs ein solches Integral als Enveloppe 
einer von einer willkiirlichen Konstanten ab- 
hingigen Schar von Integralkurven erscheint. 

Denkt man sich diese Schar von Integralkurven durch 
eine Gleichung von der Form 


(34) Piya) == 0) 
mwischen y, « und der willkiirlichen Konstanten ¢ re- 
prisentiert, so ergiebt sich bekanntlich die Enveloppe durch 
Elimination von ¢ zwischen (34) und der Gleichung 


o@ 
TVs 
Kine Gleichung von der Form (384) nennt man eine all- 


gemeine Integralgleichung der Differentialgleichung (1). 
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Giebt man dem e¢ einen speziellen konstanten Wert, so 
liefert die Gleichung (34) ein sogenanntes partikulares 
Integral; das singuliire Integral, oder die Enveloppe unter- 
scheidet sich von den partikularen Integralen dadurch, dafs 
es im allgemeinen aus (34) nicht durch Spezialisierung der 
Konstanten ¢ hervorgeht. In gewissen besondern Fallen 
kann allerdings auch die Enveloppe durch die Gleichung (34) 
fiir einen speziellen konstanten Wert von ¢ gegeben werden; 
in einem solehen Falle sagt man, dafs n(x) zugleich 
singulires und partikulares Integral von (1) sei. In Bezug 
hierauf wird die Betrachtung des Falles II) lehrreich sein, 
der wir uns jetzt zuwenden. 

Sei denn a— 1—k< 0, dann lautet die Differential- 
gleichung (25b) 


du i 

ip aa ode ee 
die rechte Seite ist also in der Umgebung von «= c, u= 0 
holomorph, es giebt folglich ein und nur ein in der Um- 
gebung yon «—c holomorphes Integral u, welches fiir 
x ==c verschwindet; dieses Integral ist aber offenbar u — 0 
selbst. Die Differentialgleichung (25a) besitzt demnach als 
einziges Integral y, welches fiir e—c den Wert y(c) 
annimmt und nach irgendwelchen Potenzen von «—e ent- 
wickelbar ist das Integral y—7(wx), welches also hier 
nicht als Enveloppe eine Schar von Integralkurven, d. h. 
nicht als singulires, sondern als partikulares Integral auf- 
tritt. Es ist aber natiirlich nicht ausgeschlossen, dafs fiir 
einen andern, ebenfalls zur mehrfachen Wurzel C(«) der 
Gleichung 


F'(s, n (2), 2) = 0 


gehirigen, §-gliedrigen Cyklus von Zweigen der algebraischen 
Funktion s von y, die Entwickelung in der Umgebung von 
y=y die Form 
ue. aes 
s—C(#)=h, (y—n)e +h, (y—n) % +... FoF) 


hat, wo @—1—A>0 ist, so dafs also diesem Cyklus 
entsprechend, y= 7(x) als Enveloppe einer (— /)-fachen 
Schar von Integralkurven auftritt. In einem solchen Falle 
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fungiert also 7() wirklich zugleich als partikulares und 
als singulires Integral (vergl. oben S. 261). 

Da in dem Falle Il) «ec kein Verzweigungspunkt 
sein kann, ist dieser Fall, wenn man zu erreichen sucht, 
dafs die Integrale der Differentialgleichung (1) keine ver- 
schiebbaren Verzweigungspunkte besitzen sollen, als zulassig 
zu betrachten, dem Satze (C), ist also hinzuzufiigen: 

(C),. In der Entwickelung (24) (S. 252) dart die 
Zahl «a—1—k negativ sein, 
oder indem wir (C), mit (C), vereinen: 

(C). In der Entwickelung (24) (S. 252) mufs 
k>a—1 sein. 


65. Untersuchung der Fille, wo der Koeffizient der 

héchsten Potenz der Ableitung zugleich mit der 

Diskriminante verschwindet, und wo das Integral 
selbst unendlich wird. 


Es sei nun y—y7(#) eine gemeinsame Liésung der 
beiden Gleichungen 
A, (y,2)=0, D(y,2)=0, 
dann besitzt die Gleichung 
Ls, ia) ei 0 


die mehrfache Wurzel s=o. Dieser entsprechen gewisse 
Cykeln von Zweigen, der durch die Gleichung 
F(s,y, 2) =0 
definierten algebraischen Funktion s von y, die fiir 7 = 7 («) 
den gemeinsamen Wert s=oo annehmen, also in y = (2) 
algebraisch unendlich werden. Betrachten wir einen solchen 
a-gliedrigen Cyklus, so wird dieser in der Umgebung von 
y = («) in der Form 
me ar an 

(85) $= (Y=) PGs YO)" ap Ga nt) te) 
dargestellt, wo k eine positive ganze Zahl bedeutet, die 
wir uns so gewihlt denken, dafs g, nicht identisch ver- 
schwindet. Bedeutet B einen Bereich der w-Ebene, inner- 
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halb dessen die Funktion 7(z) holomorph ist, so sind die 
Jor +++ ebenfalls innerhalb B holomorphe Funktionen 
von «. Diejenigen «-Werte, fiir welche g, gleich Null 
wird, denken wir uns ausgeschlossen. 
wa set : 
Setzen wir 2 an die Stelle von s, so folgt aus (35) 


die Differentialgleichung: 


d si ae 
= Y—D “G+n—D* +.) 


und wenn wir wiederum 


YS ha ee 
einfiihren: 
du i pe te a 
ee ae et Gort; Sn ON) Sia 3c 8) 
dx iI 
oe ES eR k+a—1 
ie aU 


dy ; 
Ie Ion Gelinas. ta - 


Bedeutet nun «—c einen beliebigen innerhalb 8 ge- 
_legenen Wert, der nicht zu den ausgeschlossenen gehort, 
fiir den also g, nicht verschwindet, so ist in der Umgebung 
Wate da=s 0,1 —— () 


da 
=aukt+—-19 («@ —e, wu), 


du 


wo ‘S$ (w—e,u) eine gewodhnliche Potenzreihe von «—c, u 
bedeutet. Da jedenfalls 
beg 0 

ist, so besitzt diese Differentialgleichung nach dem Existenz- 
theorem ein wohlbestimmtes in der Umgebung yon u = 0 
holomorphes Integral x, welches fiir w—0 den Wert ¢ 
annimmt. Da die (k-++a)-te Ableitung dieses Integrals die 
erste ist, die fiir w—0O nicht verschwindet, lautet seine 
Entwickelung in der Umgebung von u= 0: 


BS Bey Ue yu Ta ee (1 0) 


also folgt nach dem Satze von der inversen Funktion 
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2 


1 2 
u== 6, («—cjtt4t 6: (@—ohFet..., (40) 


woraus sich fiir y die in der Umgebung yon «=e giiltige 


Entwickelung 
e aL 
y= +e, @—oFFe + a, @— ote. 

ergiebt. Wir haben also k-+ a Integrale, die fiir e—c 
den Wert 7 =y(c) annehmen, und diese Integrale besitzen, 
da k++ a> 1 ist, in ec jedenfalls einen Verzweigungs- 
punkt. Im iibrigen ist dieser Fall dem in der Nr. 63 be- 
handelten ganz analog; da nimlich 7 (”) in der Umgebung von 
“== c holomorph ist, so ist sD fiir «—c endlich, also von 


s == oo, was hier dem €(«) der Nr. 63 entspricht, verschieden. 

Soll das Auftreten von verschiebbaren Verzweigungs- 
punkten ausgeschlossen sein, so darf der hier diskutierte 
Fall nicht auftreten, d. h. 

(D). Die Gleichung A, (y,z) 0 darf keine Lésung 
y=n(#) besitzen, die auch die Diskriminanten- 
gleichung D(y, x) =0 befriedigt. 

Damit ist das Verhalten der Integrale der Differential- 
gleichung in allen denjenigen Fallen erledigt, wo « keinen 
der ausgeschlossenen Werte annimmt, und wo das Integral 
in dem betreffenden x-Punkte einen bestimmten endlichen 
Wert besitzt. Um das Verhalten eines Integrals in der Um- 
gebung eines solchen nicht ausgeschlossenen «-Punktes zu 
diskutieren, wo dieses Integral selbst unendlich wird, hat 
man nur 


w]e 


Y= 


za setzen und fiir die Differentialgleichung in z das Ver- 
halten derjenigen Integrale zu untersuchen, die in dem be- 
treffenden «-Punkte verschwinden. Da nach den Ergebnissen 
der eben abgeschlossenen Untersuchung z in der Umgebung 
jedes solchen w-Wertes nach ganzen oder gebrochenen 
positiven Potenzen des Inkrements entwickelbar ist, so ist 
ein solcher «-Wert fiir ein daselbst unendlich werdendes 
Integral y entweder ein einfacher Pol oder eine algebraische 
Unendlichkeitsstelle, je nachdem das in diesem Punkte ver- 
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schwindende Integral z in der Umgebung desselben holomorph 
ist oder sich verzweigt. 

Wenn wir fiir die Integrale von (1) das Auftreten 
verschiebbarer Verzweigungspunkte vermeiden wollen, so 
werden wir also dafiir sorgen miissen, dafs ein willkiirlicher 
Punkt « (der nicht zu den ausgeschlossenen gehért) kein 
Verzweigungspunkt fiir das in diesem Punkte verschwindende 
Integral z sei. Wir werden also die Differentialgleichung 
fiir z den Bedingungen (A), (B), (C), (D) zu unterwerfen 
haben, d. h. 

(E). Setzt man in der Differentialgleichung (1) 
fiir y den Wert z—! ein, so miissen die Bedingungen 
(A), (B), (C), (D) auch fiir die sich so ergebende 
Differentialgleichung erfiillt sein. 

Wenn wir jetzt die Gesamtheit der Punkte « ins Auge 
fassen, die wir fiir die Differentialgleichung (1) als auszu- 
schliefsende bezeichnet haben, und noch diejenigen Punkte 
hinzufiigen, die fiir die Differentialgleichung in z aus hn- 
lichen Griinden auszuschliefsen sind; wenn wir ferner noch 
feststellen, ob der Punkt «—o auszuschliefsen ist oder 
nicht, was durch die Substitution 


f= 


wr| 


und Untersuchung des Punktes & = 0 fiir die transformierte 
Differentialgleichung geschehen kann, so erhalten wir eine 
gewisse diskrete Menge von «-Werten, die wir als die 
festen singuliren Punkte der Differentialgleichung 
(1) bezeichnen werden. 

Umgeben wir jeden dieser Punkte mit einer unendlich 
kleinen Kurve und legen dann Querschnitte von diesen 
Kurven aus nach «—oo hin, so erhalten wir eine einfach 
zusammenhingende Fliche 7. In der Umgebung jedes 
Punktes dieser Fliiche kennen wir das Verhalten derjenigen 
Integrale, die in diesem Punkte einen bestimmten endlichen 
oder unendlich grofsen Wert annehmen; wir kénnen kurz 
sagen, jedes solche Integral ist in dieser Umgebung in 
ihnlicher Weise entwickelbar wie eine algebraische Funktion 
von «, d.h. nach ganzen oder gebrochenen, positiven oder 
negativen Potenzen des Inkrements, wo aber immer nur 
eine endliche Anzahl negativer Potenzen auftreten kann. 
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Die Méglichkeit, dafs ein Integral der Differential- 
gleichung (1) fiir einen Punkt von 7’ sich tiberhaupt keinem 
bestimmten endlichen oder unendlich grofsen Wert nihert, 
d. h. unbestimmt ist, kann ganz in derselben Weise ab- 
gewiesen werden, wie in der Nr. 12 in dem dort betrachteten 
Falle einer Differentialgleichung, die die Ableitung von y 
als rationale Funktion von y definiert*). Wir haben also 
den allgemeinen Satz: 

Alle Integrale der Differentialgleichung (1) 
besitzen in der Umgebung eines Punktes der 
Flache ZT den Charakter von algebraischen Funk- 
tionen der unabhingigen Variabeln. 

Wir werden also zu der einfachsten Klasse von 
Differentialgleichungen gefiihrt werden, wenn wir die 
Differentialgleichung (1) so einrichten, dafs ihre Integrale 
innerhalb 7 den Charakter von rationalen Funktionen 
besitzen, d. h. dafs innerhalb von 7’ keine Verzweigungs- 
punkte der Integrale auftreten. Fiir diese Klasse yon 
Differentialgleichung, die Herr Fuchs zuerst charakterisiert 
hat, sind also alle Verzweigungspunkte der Integrale fest; 
wenn man das Verhalten ihrer Integrale in der Umgebung 
der festen singuliiren Punkte der Differentialgleichung kennt, 
so kann man wie fiir die Riccatische Differentialgleichung 
den analytischen Charakter eines durch seine Anfangswerte 
bestimmten Integrals in der ganzen «-Ebene als bekannt 
ansehen. Wir kennen auch schon die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen, denen die Differentialgleichung (1) 
zu unterwerfen ist, damit sie zu dieser Klasse gehire. Es 
sind dies die Bedingungen (A), (B), (C), (D), (E). Ehe wir auf 
eine Zusammenfassung dieser Bedingungen und die weitere 
Diskussion der Differentialgleichungen, die denselben ge- 
niigen, eingehen, wollen wir noch einige Bemerkungen iiber 
die singuléren Integrale zusammenstellen und ein Beispiel 
fiir das Auftreten dieser Integrale vorfiihren. 


*) Vergl. hiefiir Painlevé, Lecons, S. 56ff., Picard, Traité 
ING, iS 2esh 
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Das Auftreten von singuliren Integralen hat schon die 
Analysten des 18. Jahrhunderts beschiftigt, und hat bis in die 
neueste Zeit den Gegenstand vielfacher Erérterungen und 
Untersuchungen gebildet. Der erste, der die Existenz dieser 
Art von Integralen wahrgenommen hat, war Clairaut*). 
Er betrachtet die Differentialgleichung 


dy 
89) (shy )= (i)-¢ cana! oat 
fiir welche 
I(s,y, 2) = 8" — (@ 1) 8 --y ==0, 
LS ie) 28 ee Li, 


xe+1\? 
D(y, #) =y—( ams sane 
ist. Die Diskriminantengleichung besitzt als einzige Lisung 
a+t+1\? 
oe ve 


die Gleichung 
2 a“ i as 
F(,n(@), 2) =s—(@+1)s+(2t*) <0 
besitzt als mehrfache (doppelte) Wurzel 


ce zt-1 
s=C (2) = sete 
es ist also 
__ 44 (@) 
(a) = 
Die Entwickelung (25a) ergiebt sich unmittelbar in der Form 
d(y— 1 
(87) a 


wir haben also k—1, a— 2, a—1—k= 0, es liegt somit 


*) Histoire de l’Académie de Paris 1734. Uber hierher gehirige 
frithere Bemerkungen Taylors, vergl. M. Cantor, Geschichte der 
Mathematik (1894), Bd. ITI, 8. 441 ff. 
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der Fall I) der Nr. 64 vor, d. h. n(z) ist ein singulaires 
Integral. Aus (87) folgt durch Integration 


2—e=—2(n—y)t, 


wo c die willkiirliche Konstante bedeutet; also haben wir 
(vergl. (83)) 


a 
woraus sich, wenn wir c, = 4(1-+ ¢) setzen, 
(88) y=—G+@+a 


als allgemeines Integral mit der willkiirlichen Konstanten c, 
ergiebt. Diese Gleichung stellt geometrisch eine Schar 
von geraden Linien dar, als deren Enveloppe sich in 
der That die durch das singulare Integral 


ve 1 
(54 


reprisentierte Parabel ergiebt. 
Wie man bemerkt, erhalt man die allgemeine 
Integralgleichung (38) aus der Differentialgleichung 


(36), indem man a durch die willkiirliche Kon- 


Stante c, ersetzt. 
In &bnlicher Weise wird auch die allgemeine Gleichung 


a ( dy 
a lx re dx 


wo 7 eine beliebige Funktion von a bedeutet, integriert. 


Man bezeichnet diese Gleichung gewoéhnlich als Clairaut- 
sche Differentialgleichung. Man gelangt zu ihrem. all- 
gemeinen Integrale, indem man die Gleichung differentiiert. 
In der That ergiebt sich durch Differentiation 


dy dy ae y Eee *) dy 
dz dz Oe ia da?’ 


wo /’ die Ableitung von f bedeutet; und hieraus folgt weiter 


dy Ly! (5¢))= 
da? dix = 
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aR) 2 


dx 


Die Gleichung 


liefert im Falle der Differentialgleichung (36) das singulire 
Integral. Die Gleichung 


d*y 
Ce y 
giebt zweimal integriert 
Y= %2+ Cy, 


wo ¢,,¢, Integrationskonstanten bedeuten; setzt man diesen 
Wert von y in die Differentialgleichung ein, so kommt 


C+ % = ae, +f(4); 
d.h. c, =/(¢,), es ist also in der That 
y=ea+ f(q) 
das allgemeine Integral. 

Wie wir in der Nr. 64 bemerkt haben, mufs ein 
singulires Integral (7) der Differentialgleichung (1) die 
Eigenschaft haben, dafs die drei Gleichungen (380) (S. 258) 
befriedigt werden, wenn man 

dn (#) 


¥Y=N (a), s= Ate 


setzt, Daraus folgt (vergl. a.a.O.), dafs eine Differential- 
gleichung (1) im allgemeinen kein singulires Integral be- 
sitzt. Andererseits haben wir gesehen, dafs sich, wenn die 
allgemeine Integralgleichung (34) 

D (y, &, 6) = 0 
bekannt ist, durch Elimination von ¢ zwischen dieser Gleichung 
und 


das singulire Integral ergiebt. Da nun diese Elimination 
im allgemeinen moglich ist, schlofs Lagrange,*) der dieses 
Verfahren zur Auffindung des singuliiren Integrals zuerst an- 
gegeben hat, dafs eine Differentialgleichung (1) im allgemeinen 
ein singuliires Integral besitzt. Dieser scheinbare Widerspruch 


*) Vergl. Oeuvres, Bd. IV, S. 1 ff.; S. 585 ff. 
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galt lange Zeit hindurch als unlésbares Paradoxon. Herr 
Hamburger, dem wir in Bezug auf die Theorie der singuliren 
Integrale in unseren Auseinandersetzungen gefolgt sind, hat 
aber gezeigt,*) dafs ein genaues Studium der allgemeinen 
Integralgleichung (84) zu ebendenselben Bedingungen fiir 
die Existenz eines singuliren Integrals fiihrt, wie das Studium 
der Differentialgleichung selbst. Diese zuerst von Herrn 
Hamburger aufgestellten Bedingungen lauten nach den 
Ergebnissen der Nummern 63, 64 zusammengefafst wie folgt: 

Wenn y = 7 (2) eine Loésung der Diskriminantengleichung 
ist, so sind drei Falle méglich: 

1) y= 7/() ist keine Lésung der Differentialgleichung (1); 
dann sind diejenigen partikularen Integrale y von (1), die 
in dem willkiirlichen Punkte «—c, in dessen Umgebung 
n (a) holomorph ist, den Wert 7 (c) annehmen, in der Um- 
gebung von «=e in der Form 


(7) ¥—n=Be—s) 
entwickelbar, wo ‘5 («—c) eine nach positiven ganzen oder 
gebrochenen Potenzen von «—c fortschreitende Reihe bedeutet, 
in der der Exponent des Anfangsgliedes nicht grifser ist als Eins. 

2) y= 7 (#) ist ein singulires Integral, d. h. Enveloppe 
einer Schar von Integralkurven; dann haben diese Integral- 
kurven in der Umgebung von «= ce eine Entwickelung von 
der Form (vy), in der der Exponent des Anfangsgliedes 
(vergl. (33)) gréfser ist als Eins. 

3) y =n (#) ist ein partikulares, eventuell zugleich ein 
singulires Integral, dann ist ftir eine Gruppe von Integralen, 
die in 2c den Wert 7(c) annehmen, y — y(#)=—0, und 
wenn fiir die tibrigen dieser Integrale der Anfangsexponent 
der Entwickelung (y) gréfser als Eins ist, so ist 7 (wv) nur 
ein partikulares, wenn dagegen fiir einige dieser Integrale 
der Anfangsexponent kleiner als Eins. ist, so ist (#) zu- 
gleich partikulares und singuliires Integral. 

Auf eine Wiedergabe der an die allgemeine Integral- 
gleichung anschliefsenden Untersuchungen von Herrn Ham- 
burger kénnen wir hier nicht eingehen, da das genaue 
Studium dieser Integralgleichung Hiilfsmittel aus der Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen erfordert. 


*) Crelles Journal, Bd. 112, S. 205 ff. 
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Differentialgleichungen mit festen 
Verzweigungspunkten. 


67. Zusammenfassung der 
Bedingungen fiir das Nichtauftreten verschiebbarer 
Verzweigungspunkte. 

Briot- und Bouquetsche Differentialgleichungen. 


Wie bereits am Schlusse der Nr. 65 bemerkt, besitzen 
wir bereits in den im vorigen Kapitel unter (A) bis (E) formu- 
lierten Bedingungen die notwendigen und _hinreichenden 
Einschrankungen, denen die Koeffizienten der Differential- 
gleichung 


d dy \” 
(1) P(Sn2)=4(42 (34 eee Am (y, 2) =0 


zu unterwerfen sind, damit die Integrale innerhalb der in 
der Nr. 65 mit 7 bezeichneten Flache den Charakter ratio- 
naler Funktionen haben, oder, wie wir mit Herrn Fuchs 
kurz sagen wollen, damit die Differentialgleichung (1) nur 
feste Verzweigungspunkte besitze. 

Zunichst ergiebt die Zusammenfassung der Bedingungen 
(A) (S. 251) und (D) (S. 264), dafs die Gleichung A, (y, x) =0 
itiberhaupt keine (endliche) Lésung y besitzen darf, d. h. die 
ganze Funktion A, (y,) mufs von y unabhingig, also eine 
blofse Funktion von 2 sein. Dann kann man aber mit dieser 
Funktion von « durchdividieren und erhi!t so als Koeffizienten 
der héchsten Potenz der Ableitung in (1), die Eins. 
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Setzen wir in (1), wo also jetzt A, (y, «)—=1 voraus- 
gesetzt wird, 


1 
Y= ee) 


so folgt fiir ¢ die Differentialgleichung 


dz 1 ——{\"—1fdz\r=! 
(2) (ee =) ( i ! Ae 2) (=) (22) 
+ An (42) =; 


wenn wir hierin die Nenner durch Multiplikation mit einer 
geeigneten Potenz von z entfernen, d.h. die Differential- 
gleichung so umformen, dafs ihre Koeffizienten ganze 
rationale Funktionen von ¢ sind, so miissen nach (EK) (S. 265) 
auch fiir diese Differentialgleichung die Bedingungen (A) und 
(D) erfiillt, d. h. der Koeffizient der m-ten Potenz von ce 
mufs von z unabhingig sein. Hieraus folgt aber, dafs der 
Koeffizient A; (y, x) in (1), fiir = 1, 2,...m, in y hoéchstens 
vom 2k-ten Grade ist. 

Die Bedingungen (B) (S. 255, 256) und (C) (S. 262) sind, 
da fiir ein endliches und yon Null verschiedenes y auch z 
einen endlichen Wert besitzt, fiir die Differentialgleichung (2) 
von selbst erfiillt, wenn sie fiir (1) gelten. Wir haben also 
den Satz*) von Herrn Fuchs: 

Die notwendigenund hinreichenden Bedingungen 
dafiir, dafs die Integrale der Differentialgleichung 
(1) nur feste Verzweigungspunkte besitzen, sind: 

we Die Differentialgleichung hat die Form 


d d m—1 
aids “)= ( =) +e Ay (y,2) (54) ts 
+ Am (y, &) = 9, 
wo A, (y, #),...An(y, ve) ganze rationale Funktionen 
von y mit von # abhangigen Koeffizienten bedeuten 


und As (ah x) héehstens vom Grade 2k in y ist, fiir 


[== = 1,2 B,--e M, 


*) Berliner Sitzungsberichte, 1884, S. 707. 
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2) Ist y= 7 (#7) eine Lésung der Diskriminanten- 
gleichung D(y,2)=0 und s=—€(«#) eine mehrfache 
Wurzel der Gleichung 


(a) F'(s, n (2), 2) = 0, 
welcher Zweige, der durch 
(8) F(s, y, 2) =0 


definierten algebraischen Funktion s von y ent- 
sprechen, die sich fiir y—7 (x) verzweigen, so mufs 
FS a 5 the : 
C(#) mit oe tibereinstimmen, also n(#) jedenfalls 
eine Lésung der Differentialgleichung sein. 

3) In der Entwickelung dieser Zweige nach 
Potenzen von y—7 (#) 

k k+1 


d pose 
sae =I (Yea eae Yea cipeiaysanide aa) 


mufs k > a—1 sein. 

Die durch diese Bedingungen charakterisierte Klasse 
von Differentialgleichungen der Form (1) spielt also hier 
dieselbe Rolle wie die Riccatische Differentialgleichung 


unter den Differentialgleichungen, durch welche Ee als 
rationale Funktion von y gegeben wird. 

Kin interessanter und wichtiger Spezialfall von Diffe- 
rentialgleichungen der Form (1), die in diese Klasse gehéren, 
d. h. keine verschiebbaren Verzweigungspunkte besitzen, er- 
giebt sich, wenn wir die Koeffizienten der Differential- 


gleichung, d. h. also die 
A, (y, &),... Am (Y, 2) 
als von w unabhingige, ganze rationale Funktionen yon y 
(mit konstanten Koeffizienten) voraussetzen. In diesem 
Falle enthilt also F die unabhingige Variable tiber- 
haupt nicht explicite, wir kiénnen die Differentialgleich- 
ung demnach in der Form 
“(¢y )= 
(3) i pn re 0 
schreiben. Offenbar bleibt diese Differentialgleichung un- 
Schlesinger, Differentialgleichungen, 48 
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geindert, wenn wir «-+-c an die Stelle von « setzen, wo ¢ 
eine willkiirliche Konstante bedeutet; stellt also 


y¥=f() 
eine Lisung von (8) dar, so ist auch f(#-+ c) eine Lisung, 
u. z. da sie eine willkiirliche Konstante enthialt, die all- 
gemeine Lésung. 

Wiire nun z. B. der im Endlichen gelegene Punkt # = 2, 
ein Verzweigungspunkt der Integrale von (3), so wiirde 
auch #, + c¢ fiir gewisse Integrale als Verzweigungspunkt 
fungieren, dies ist aber nicht méglich, da laut Voraussetzung 
die Verzweigungspunkte nicht verschiebbar sein sollten. Ware 
ein solcher Punkt «=~, eine Unbestimmtheitsstelle der 
Integrale, so miifste auch 2, + ¢ fiir gewisse Integrale eine 
solche Stelle sein, aber auch dies ist nicht méglich, da wir 
wissen, dafs sich jedes Integral innerhalb der Fliche T wie 
eine algebraische Funktion verhalt, es kann also nicht ein 
willktirlicher Punkt «+ e¢ als Punkt der Unbestimmtheit 
fungieren. Die Integrale von (8) verhalten sich demnach 
fiir alle endlichen Werte von 2 wie rationale Funktionen. 
Es kann aber auch der wnendlich ferne Punkt «— oo kein 
Verzweigungspunkt sein, denn wiire dies der Fall, so miifste 
es geschlossene Wege in der w-Ebene geben, auf denen 
fortgesetzt die Integrale von (8) eine Wertinderung erfahren; 
da aber die Integrale in der Umgebung jedes Punktes, der 
innerhalb des von einer geschlossenen Kurve begrenzten 
endlichen Gebietes der z-Ebene liegt, sich wie rationale 
Funktionen verhalten, ist es nicht méglich, dafs sie lings 
einer solchen Kurve fortgesetzt eine Wertanderung erfahren. 
Dagegen kann « = o ein Punkt der Unbestimmtheit sein, 
und tiberdies kénnen die Integrale im Endlichen gelegene 
Pole haben. Wir haben also den Satz: 

Wenn eine Differentialgleichung von der Form (1) 
die unabhingige Variable nicht explicite enthalt 
und ihre Integrale keine mit den Anfangswerten ver- 
schiebbare Verzweigungspunkte besitzen oder mit 
anderen Worten, wenn in einer Differentialgleichung 
die den Fuchs schen Bedingungen geniigt, die Koeffi- 
zienten der ganzen rationalen Funktionen 


A, (Y; #), +++ Am (Y; 2) 


68. Rang einer Gleichung. 275 


von y, Konstanten sind, so sind die Integrale dieser 
Differentialgleichung eindeutige Funktionen von a, 
die nur im Unendlichen einen Punkt der Unbestimmt- 
heit besitzen kénnen. 

Die notwendige und hinreichende Form dieser Differential- 
gleichungen ergiebt sich, wenn man die Koeffizienten einer 
Differentialgleichung von der Form (8) den Fuchsschen Be- 
dingungen 1), 2), 3) unterwirft. Die so entstehende Klasse 
von Differentialgleichungen haben Briot und Bouquet*) 
zuerst aufgestellt und untersucht, man nennt sie darum ge- 
wohnlich die Briot- und Bouquetschen Differential- 
gleichungen. Ihre Eigenschaften werden sich als besondere 
Falle der Eigenschaften der allgemeinen Differentialgleich- 
ungen mit festen Verzweigungspunkten ergeben, zu deren 
Darlegung wir jetzt tibergehen. 


68. Rang einer algebraischen Gleichung. 
Rang Null, Eins und Zwei. 


Bei allen Integrationsproblemen, die sich auf algebraische 
Funktionen einer Variabeln bezichen, spielt eine Klassifi- 
_kation dieser Funktionen eine tiberaus wichtige Rolle, die 
guerst Riemann in seiner Theorie der Abelschen Funk- 
tionen**) allgemein eingefiihrt hat. 

Hat man nimlich eine durch die irreduktible Gleichung 
m-ten Grades in s 


(4) F(s,y) =0 
definierte algebraische Funktion s von y, und handelt es sich 
darum, das Integral 
[sdy 


auszurechnen, so zeigt sich, dafs die Schwierigkeit dieses 
Problems nicht von dem Grade m der Gleichung (4), sondern 
von einer anderen Zahl abhingt, die Riemann durch p 
bezeichnet, und die von Clebsch das Geschlecht der durch 
(4) definierten algebraischen Kurve, von Weierstrafs der 


*) Journal de l’Ecole Polytechnique, Cah. 36, S. 199 ff. 
**) Werke, S. 88 ff. 
18* 
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Rang der Gleichung (4) oder der algebraischen Funktion s 
von y genannt worden ist. Diese positive ganze Zahl hat 
die merkwiirdige Eigenschaft, ungetindert zu bleiben, wenn 
man von der Gleichung (4) durch die Substitution 


s= 9 (9, ), 
5 
a ¥ = W,7) 
wo g, w rationale Funktionen der beiden neuen Variabeln 
0,7 bedeuten, zu einer Gleichung zwischen o und 7 


(6) ® (9,7) — 0 


tibergeht, vorausgesetzt, dafs sich aus den Gleichungen (5), (6) 
auch umgekehrt o,7 als rationale Funktionen, der durch die 
Gleichung (4) mit einander verkniipften Variabeln s, 7 


(7) o =f (s, Y)s 
n= 9(s,y¥) 

ausdriicken lassen. Man nennt eine solche Transformation (5) 
eine eindeutig umkehrbare oder auch birationale 
Transformation. 

Wenn z. B. in (4) der Grad m= 2 ist, so kann man 
ohne wesentliche Beschrinkung der Allgemeinheit voraus- 
setzen, dafs diese Gleichung die Form 


(8) s1 = R(y) 


besitzt, wo A(y) eine ganze rationale Funktion von y be- 
deutet, die in lauter von einander verschiedene lineare Fak- 
toren zerlegt werden kann; sei 


(9) &(y) =(y — 4,) (y— aq)... - (Y— Gn); 
wo also a,,a,,...@, simtlich von einander verschieden sind. 
Man nennt eine Gleichung von der Form (8) allgemein eine 
hyperelliptische. Fiir eine solche bestimmt sich die 
Riemannsche Zahl p oder der Rang in folgender Weise. 
Ist » eine ungerade Zahl, so ist 


ee 
| Naseem Vane 
wihrend fiir ein gerades n 
n— 2 
| eras 
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ist. Die Gleichung ist also fiir n = 2p +1 undn—2p-+2 
vom Range p, d. h. 


fir n—1,2 vom Range p —0, 
» n= 3,4 , ” p=], 
eet 0 OSs tas ey Pao. U. Swe 


Im Falle pO kann man, wie aus den Elementen der 
Integralrechnung bekannt ist, das Integral 


(10) [Pisy dy, 


wo FP eine rationale Funktion der durch die Gleichung (8) 
verkniipften Variabeln s, 7 bedeutet, durch elementare Funk- 
tionen (algebraische Funktionen, Logarithmus, Arcustangens) 
in expliciter Form berechnen. Es gelingt dies dadurch, dafs 
man in diesem Falle (n— 1,2) in einfachster Weise eine 
rationale Funktion 


t= 7 (8, y) 


von s und y auffinden kann, durch welche sich s und y 
rational so darstellen lassen, 


s= 9 ()), 

y¥=y¥ (; 
dafs diese beiden Ausdriicke in (8) eingesetzt die Gleichung 
identisch, d. h. fiir jeden Wert von ¢ befriedigen. Fiihrt 
man dann in (10) ¢ als neue Variable ein, so erhalt man 


[Pydy=J[P oO, yO Oat, 


d. h. das Integral einer rationalen Funktion von ¢. 

Im Falle p=1, wo also A(y) eine ganze Funktion 
dritten oder vierten Grades ist, gelingt die explicite Dar- 
stellung eines Integrals von der Form 


[Psy dy 

durch elementare Funktion im allgemeinen nicht mehr; das 
Integral ist ein elliptisches. Ebenso wenig ist eine expli- 
cite Berechnung dieses Integrals méglich, wenn s durch eine 
Gleichung von der Form (8) definiert ist, wo p> 1 ist, in 
welchem Falle das Integral ein hyperelliptisches heifst. 

Die genaue Definition der Rangzahl p fiir eine beliebige 
algebraische Gleichung (4) erfordert tiefere Kenntnisse aus 
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der Theorie der algebraischen Funktionen*); wir stellen 

die folgende Definition, die fiir unsere Zwecke vollkommen 

ausreicht, an die Spitze der weiteren Untersuchungen. 
Eine durch die Gleichung (4) 


F(s,y) =0 
definierte algebraische Funktion s von y ist vom 
Range 

p = 0,1, 2, 


wenn die Gleichung (4) durch birationale Trans- 
formation 


8 = 9 (9, 7) o=f(s,y) 
Y=¥Gn | n=9&Y) 
in eine hyperelliptische Gleichung 
o° = RK (n) 


transformiert werden kann, die selbst vom Range 
0, 1,2 ist, wo also im Falle p—0 der Grad der ganzen 
Funktion &(n) gleich 1 oder 2, im Falle p—1 gleich 
8 oder 4, im Falle p= 2 gleich 5 odér 6 ist In 
jedem anderen Falle ist der Rang der Gleichung (4) 
groéfser als 2. Die Koeffizienten der rationalen 
Funktionen 


PWG k 
bestimmen sich auf algebraische Weise aus den 
Koeffizienten der Gleichung (4). 

Im Falle pO sind o und 7 durch einen Parameter ¢, 
der selbst rational in o und 7 ist, rational darstellbar, in 
diesem Falle kann also die obige Definition auch durch die 
folgende ersetzt werden; 

Die Gleichung (4) ist vom Range Null, wenn sich 
eine rationale Funktion ¢ yon s und y 


t—h (s, y) 
so angeben lafst, dafs s,y als rationale Funktionen 
von ¢ 


s= 9), y= TO) 


*) Wir verweisen nebst der Abhandlung Riemanns namentlich 
es das bereits S. 229 zitierte neuere Werk der Herren Appell und 
oursat. 
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so darstellbar sind, dafs diese Ausdriicke in (4) ein- 
gesetzt diese Gleichung identisch befriedigen. 
In diesem Falle ist also ein Integral 


/ P(s,y)dy, 
wo P eine beliebige rationale Funktion von s,y bedeutet, 
durch Einfiihrung von ¢ als neuer Variabeln auf die Form 


[P(@O, FO) ¥ Odt, 
d.h. auf das Integral einer rationalen Funktion von ¢ redu- 


zierbar. Man sagt in diesem Falle auch nach Cayley, die 
Gleichung (4) stelle eine Unicursalkurve dar. 
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Die Bedeutung des Ranges p, der durch die Gleichung 
(0) LES ceed) 0) 
definierten algebraischen Funktion s von y fiir das Problem 
der Integration der Differentialgleichung (1) 


dy 
(Gena) =0 


hat in dem Falle der Briot- und Bouquetschen Differential- 
gleichung, wo also die Koeffizienten von (1) von w unab- 
hiingig sind, zuerst Herr Hermite*) zur Geltung gebracht. 
In seinen Untersuchungen iiber die Differentialgleichungen 
von der Form (1) mit festen Verzweigungspunkten hat Herr 
Fuchs gleichfalls die Klassifikation dieser Gleichungen nach 
dem Range der Gleichung (11) (in welcher, wie auch bisher 
immer, z die Rolle eines Parameters spielt) in Angriff ge- 
nommen und die Falle p—0,1 erledigt; die Falle, wo p> 2 
ist, hat dann Herr Poincaré**) durch Anwendung einer 
von der Fuchsschen abweichenden, ganz eigenartigen Methode 
behandelt. 

Nach dem Vorgange von Herrn Fuchs behandeln wir 
gunichst den Fall p= 0. 


*) Cours (lithographié) de VEcole Polytechnique 1873 (mir hier 
unzuginglich); vergl. hierzu noch Fuchs, Comptes Rendus 1881, 
S. 1063, Raschke, Acta Mathematica, Bd. 14, 8. 31. 

**) Acta Mathematica, Bd. VII, S. 1 ff. 


980 VIII. Differentialgleichungen mit festen Verzweigungspunkten, 


Wenn die durch (11) definierte algebraische Funktion s 
von y vom Range Null ist, so kann man eine rationale 
Funktion 


(12) =h(6,3) 
yon s und y finden, durch die s und y rational 
(13) s=O(t), y= VO) 


darstellbar sind. Die Koeffizienten der rationalen 
Funktion h,%, ¥ hingen im allgemeinen noch yon w 
ab, und zwar sind sie algebraisch aus den Koeffizienten der 
Gleichung (11) zusammengesetzt. Differentiieren wir die 
zweite der Gleichungen (13) total nach z, so kommt 

dy Ove 20a 

dz  d2 ip Oe de 
und es sind offenbar 


ar or 
OnamOle 
wieder rationale Funktionen von ¢. Beachten wir nun, dafs 
dy 
ist, so erhalten wir die Gleichung 
OUa dt Or: 
ce Rede eee eee 


die eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir ¢ als Funktion 
wands : 
von «z darstellt, u. z. eine solche, die < als rationale 
Funktion von ¢ determiniert. 
Wenn die Integrale von (1) keine mit den Anfangs- 
werten verschiebbare Verzweigungspunkte besitzen, so hat 


auch die rationale Funktion ¢ von y und se keine ver- 


schiebbaren Verzweigungspunkte. Nach den Ergebnissen 
der Nr. 13 ist die Differentialgleichung (14) also eine 
Riccatische. D. h. 

Die Differentialgleichungen (1) mit festen Ver- 


: : : d 
zweigungspunkten, in denen die zwischen > undy 
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bestehende algebraische Gleichung vom Range Null 
ist, sind durch eine rationale Substitution auf 
Riccatische Differentialgleichungen reduzierbar. 

In dem besonderen Falle der Briot- und Bouquet- 
schen Differentialgleichung, wo die Koeffizienten von (1) und 
(11) von # unabhingig sind, werden auch die Koeffizienten 
der rationalen Funktionen h (s, 7), # (¢), ¥ (¢) Konstanten sein, 
da sie sich ja aus den Koeffizienten der Gleichung (11) 
algebraisch zusammensetzen. In diesem Falle sind also auch 
die Koeffizienten der Riccatischen Differentialgleichung (14) 
von w unabhangig, diese Gleichung hat also die Form 

dt i 

(15) de a or At t+ A, t, 
wo A,, A,, A, Konstanten bedeuten. Gehen wir von dieser 
Gleichung durch die Substitution 


pots loge. 
As da 
zu der Gleichung (vergl. Nr. 17, S. 64) 
du du 


(16) — A, GZ + Ao As u—O0 


da 
tiber, so haben wir, um diese letztere Differentialgleichung 
za integrieren, die charakteristische Gleichung 

oe? —A, e+ A, A, = 0 
aufzustellen. Seien r,,7, ihre Wurzeln, so ist fiir 7, 77, 
das allgemeine Integral von (16) 


€, os —- 6, er, 
fir 7, 7, dagegen 

ce, e* + 6, we”, 
WO ¢,,¢, Willkiirliche Konstanten bedeuten. Im ersten Falle 
(r, #r,) lautet demnach das allgemeine Integral von (15) 


—1laerter, ee? 
A, Cal Cy CCF aie 


und folglich das allgemeine Integral der Briot- und Bouquet- 
schen Differentialgleichung 


y=VO= Term), 


== 
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wo ¥ den Algorithmus einer rationalen Funktion mit kon- 
stanten Koeffizienten bedeutet. In diesem Falle ist also y 
eine einfach periodische Funktion von wz, die nur im 
Unendlichen einen Punkt der Unbestimmtheit besitzt. 

Im zweiten Falle (7, = 7,) lautet das allgemeine Integral 


von (15) 
DG eae Cy @ 
_ A, Cy Cy & 


und das allgemeine Integral der Briot- und Bouquetschen 
Gleichung 


y=TO=¥O, 
wo ¥ wieder den Algorithmus einer rationalen Funktion be- 
deutet, d.h. y ist in diesem Falle eine rationale Funktion 
yon 2. 
Wir wollen an zwei Beispielen zeigen, wie man in 
diesen beiden Fallen die Integration einer solchen Briot- 


und Bouquetschen Differentialgleichung zu vollziehen hat. 
Sei 


dy )=(%)4 ek RY . 
dat) dx eee Jar 


wie man sich leicht tiberzeugt, geniigt diese Differential- 
gleichung den Fuchsschen Bedingungen. Wir haben ferner 


(UO) LS a) aS ate aad) iy 
dies ist die Gleichung einer Kurve dritter Ordnung. Eine 
soleche Kurve ist vom Geschlechte Null, wenn sie einen 


Doppelpunkt besitzt. Dies ist in der That der Fall, 
denn das Wertepaar i 


casey —— 0 
befriedigt die Gleichungen 
oF OF 
BS, ) == Op ee 0, rots 


gleichzeitig, Um nun den Parameter ¢ zu finden, durch 
den sich s und y rational darstellen lassen, hat man wie 
folgt zu verfahren. Man legt durch den Doppelpunkt s = 2, 
y=0 ein Strahlbischel 


§—2=1.y, 
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wo ¢ einen willkiirlichen Parameter bedeutet; dann schneidet 
jeder Strahl dieses Biischels die Kurve dritter Ordnung (17) 
in drei Punkten, von denen aber zwei in den Doppelpunkt 
fallen, so dafs nur ein Schnittpunkt von ¢ abhingt. Die 
Koordinaten dieses dritten Schnittpunktes ergeben sich 
leicht in der Form 

e+ 1 


2 ar ES, ea als 


und da dieser Schnittpunkt bei variablem ¢ die ganze 
Kurve beschreibt, haben wir damit die Darstellung der 
Koordinaten als rationale Funktionen von 


s—2 
—_ 
y 
gefunden. Die Riccatische Differentialgleichung fiir ¢ lautet 
dt 2 
oar 
also die Gleichung fiir u 
Pu 
Ci 
und ihr allgemeines Integral (7, =r, = 0) 
u=¢, 2+ by, 
also haben wir 
ae C ae 1 ef 
‘ 6, 0b Cy RG es Ce 
2 
= g im I aaa I | tp =) 
t “—eE 


d.h. y ist in der That eine rationale Funktion. 
Nehmen wir ferner die ass 


Ce Ga 


die ebenfalls den Fuchsschen Bedingungen geniigt. Wir 
haben 


(18) F(s, y)=s? —3s?— 9y*— 12y° = 
setzen wir hierin 


9yt— 127? =0, 


2 # 


%—z 


Wi 


? 
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so stellt die Gleichung 
s? — 3s? —_9z2?— 12z=0 


wieder eine Kurve dritter Ordnung vom Geschlechte Null 
dar, denn 


ist ein Doppelpunkt. Durch diesen legen wir das Strahlbiischel 

32+ 2= t(s— 2), 
dann ergeben sich die Koordinaten des mit ¢ variabeln 
Schnittpunktes in der Form 

= 1; 
32—=t — 3t— 2, 

wir finden also zwischen y und ¢ die Gleichung 

38y7 = — 3t— 2, 


die, wenn man y,¢ als Koordinaten auffafst, wieder eine 
Kurve dritter Ordnung mit dem Doppelpunkte y= 0, t=—1 
darstellt. Legen wir durch diesen Doppelpunkt das Strahl- 


biischel 
y=(t+1)1, 
so lauten die Koordinaten des mit dem Parameter 7 ver- 
inderlichen Schnittpunktes 
t= 37° +2, y=3r(t?+ 1), 
wir finden also fiir die Koordinaten der Kurve vierter 
Ordnung (18) die rationale Darstellung durch den Parameter 


a y poet een) 
t+1 32+ 2 jy? +s 
s—2 aa 


== 


in der Form 
y=sr(e?+ 1), s= 1? —1 = 8 (ce? +1) (7?-+ 1). 
Die Riccatische Differentialgleichung fiir + lautet jetzt 
dt 


ADS =1-- 7’, 
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die Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir u 
d*u 
i ee 


und das allgemeine Integral der letzteren (7, — 7, r, = — 1) 


€, ett ¢, e- #8, 
oder in realer Form 
y, sin «+ ¥, cos a, 
WO 7,, 72 Willkiirliche Konstanten bedeuten. Also haben wir 


mers 
- d log u ae Yo 
ae 1+ Zee tg x 
oder wenn wir ; 
“1 
= = 0) © 
9 : 
setzen, 
t=tg (w+), 


wo c die willkiirliche Konstante bedeutet. Wir finden also 
y = 3 ty’ (w@ +06) +3 ty (@ + 0), 

d. h. y ist eine einfach periodische Funktion von 2. 

In beiden Beispielen sehen wir iibrigens, dafs die Pole des 


allgemeinen Integrals von der willkiirlichen Konstanten ¢ 
abhiingen, also mit den Anfangswerten verschiebbar sind.*) 


70. Gleichungen vom Range Eins, 


Es sei nun die durch die Gleichung (11) 
Fis, y, &) = 0 
definierte algebraische Funktion s von y vom Range Eins. 
Dann kann man zwei durch die Gleichung 
(19) 6? =(97—9,) G— 92) M— 9s) 9— 9) = By) 
yerkniipfte rationale Funktionen 


*) Die Beispiele riithren von Herrn Hermite (a. a. 0.) her, wir 
entnehmen sie einer Universititsvorlesung (1884) von Herrn Fuchs. 
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(20) o=f(s ¥) 1=9 (8%) 
von s, y finden, durch die s und y in der Form 
(21) $= (9,1), y= Y(, 0) 


wo ¢, w rationale Funktionen von o, 7 bedeuten, darstellbar 
sind. Dabei hangen 


Gir Gor Yar Ya 


ebenso wie die Koeffizienten von /, 9, p, w im allgemeinen 
noch von w ab, und setzen sich aus den Koeffizienten der 
Gleichung (11) auf algebraische Weise zusammen. 

Da o? ganz und rational in 7 ist, so ist jede gerade 
Potenz von o als ganze rationale Funktion von 7, jede 
ungerade Potenz von o als das Produkt von o in eine 
ganze rationale Funktion von y» darstellbar. Man kann 
folglich gm, w in die Form setzen 


@, Ga  &) VR) (q) | 


= (0, ee = 
We Ee eniGn na. 
2 (7) ale YW, (n )V R(x) (7) 
y=w (0, 7) == i 
> Grey tec eneeay. 


WO Po, Woy Pr» Wi» Po» W. ganze rationale Funktionen von 7 
mit von w abhingigen Koeffizienten bedeuten. 
Bilden wir nun 
OIE VOU RGKG ow dy 
di “00. 0omT on/ dz 
und setzen diesen Ausdruck gleich s, also gleich @ (o, n), 
sO are sich fiir n die Differentialgleichung erster Ordnung 


my) ie re) 1 
4 ic i 7 —— = 9 (9, 1). 


; : d 
Denken wir uns aus dieser Gleichung ¥ ausgerechnet, so 
Lk 


eee Tee, : 
erhalten wir fiir a eine rationale Funktion von o und y, 
au 


die wir in der Form 
dy A+BVR(y) 
var CG 


io ax 
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schreiben kénnen, wo A, B, C ganze rationale Funktionen 
von 7 mit von w abhingigen Koeffizienten bedeuten. Hieraus 
folgt, dafs 4 der Differentialgleichung erster Ordnung 

dn y ( dy ) 
2(—-) -—2 + Cesk == 
(28) C i AC aa + A?— B* Rin) = 0 


Geniige leistet, deren Koeffizienten jetzt ganze rationale 
Funktionen von 7 sind. 

Wenn nun y keine mit den Anfangswerten verschieb- 
bare Verzweigungspunkte besitzt, so gilt das gleiche von s 
und folglich nach (20) auch fiir o, 7, Umgekehrt, wenn 
die Verzweigungspunkte von o und 7 fest sind, so sind 
auch zufolge von (21) die Verzweigungspunkte von y fest. 

Es mufs also erstens die Differentialgleichung (23) den 
Fuchsschen Bedingungen geniigen, und zweitens diirfen 
die Verzweigungspunkte von o nicht von der willkiirlichen 
Konstanten des allgemeinen Integrals 7 der Differential- 
gleichung (23) abhingen. Die erste der Fuchsschen Be- 
dingungen (1), S. 272) ergiebt, dafs C gleich Eins, A héchstens 
yom zweiten und 


A? — B? R(x) 
héchstens vom vierten Grade in 7 sein mufs. Da alsdann 
A? ebenso wie (ny) vom vierten Grade in 7 ist, mufs B 
von » unabhiingig, also eine blofse Funktion von « 
iD sA(2) 
sein; sel 
A= A, + 4,9 -+ A, 1, 
wo A,, A,, A, blofse Funktionen von: sind, so hat also 
(23) die Form 


3a) $2 — 4,4 4,y4 4,7? +4@) VEO. 


Um die iibrigen Fuchsschen Bedingungen in moglichst 
einfacher Weise befriedigen zu kénnen, wenden wir auf 7 
eine Transformation an, die von Herrn Poincaré*) an- 
gegeben worden ist. 


*) Acta Mathematica Bd. VII, S. 1 ff; vergl. hierzu auch 
Painlevé, Lecons, S. 60 ff. 
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Wir setzen namlich 
aits 
aay + 0’ 
wo a, 8, y, 0 noch zu bestimmende Funktionen von w be- 
deuten, die der Bedingung 
ad—By=1 
Geniige leisten. Wir bestimmen diese Funktionen derart, dafs 
(UE: 1) Gn.) bp esela(k elo ey 
wo die a,, a, a, von # unabhangig, also Konstanten sind. 
Wir haben dann die Gleichungen 
eae uate 
US GRR (k = 1,2, 8) 
a (@— my) + B— gn 9 = 9, 
aus denen sich die Verhiltnisse der a, 8, y, 0 in eindeutiger 
Weise bestimmen, wenn wir die a,, a,, a; als von einander 


Tb) Pah 85 
verschieden yoraussetzen. 
Setzen wir 


(C99) (@—- 9,7) (0 == 95 VY) (C9, == a, 
B—g,9 


WAGs 
G47 a u) 
so nimmt o*? die Form an 
h (a) 
D [ects ; sr _— BY )e 
== FR (n) aad (yt 0)4 (¢ a,) (¢ ay) (¢ As) (¢ uu (2)) 


Ferner wird 


vs y at ee 
A= Ay + Ay + Ay? = 70 as 


Ce 
WoO %, %,,% Funktionen von w bedeuten, und 
dyn i dt 


dx (yt-+0)? dz 
og SP et) tel es lr 
Oe 
wo a’, 6’, y', 0’ die Ableitungen von a, 6, y, 6 nach «x 


darstellen. Setzen wir diese Werte in die Gleichung (23a) 
ein, so ergiebt sich ftir ¢ die Differentialgleichung 
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(24) Sn, bite 
+ P(x) V(t — a,) (t— a,) (t — ag) (¢ — w(a)), 


wo 4,, 4,, 44, P(«) wohlbestimmte Funktionen von « bedeuten. 
Es sind dann ¢ und 


u=V(t—a,) ¢—4,) ¢— a) (—H@) 
rational durch s und y darstellbar, und umgekehrt ist auch 


= i 

(25) ats &, + ied ss ETRE fala 

& + .u &, + Yu 

wo ®, ¥, £,, Yj, ®, Y ganze rationale Funktionen von t 
bedeuten, deren Koeffizienten noch von « abhingen und 
sich ebenso wie w (a) aus den Koeffizienten der Gleichung (11) 
auf algebraische Weise zusammensetzen. Es mufs nun die 
Differeutialgleichung (24) feste Verzweigungspunkte besitzen, 
und die Verzweigungspunkte von w miissen von der will- 
kiirlichen Konstanten des allgemeinen Integrals ¢ von (24) 
unabhingig sein. 

Fiir die Differentialgleichung (24) ist die erste der 
Fuchsschen Bedingungen erfiillt, da sie bereits ftir (23a) 
erfiillt war. Um die tibrigen Bedingungen (2), 3), S. 273) 
formulieren zu kénnen, beachten wir, dafs in unserem Falle 
die Diskriminantengleichung nichts anderes ist wie 


u® = (t — a,) (¢— a,) (¢— a,) (¢— w(x) = 0. 
Die gedachten Bedingungen reduzieren sich also einfach 
darauf, dafs 


OY == 


Ay) My, Az, (x) 
Integrale von (24) sein miissen. Da a,, a,, a, Konstanten 
sind, mufs also zunichst 
Mee aa ieee 0 (k = 4, 2, 3) 
sein. Da aber a,, 4, 4, von einander verschieden sind, 
folgt hieraus 
Amer h Vea A eeet() 
Setzen wir nun in (24) «(2) an die Stelle von ¢, so folgt 
du (#) 


dx 


= 0, 


Schlesinger, Differentialgleichungen, 49 
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d. h. w(z) ist von # unabhangig, also eine Konstante; 
wir bezeichnen diese durch a,, 


Ue) == a,. 
Dann lautet die Differentialgleichung (24) 
dt 
(26) Eee Pia) t= a \(¢— a.) 64 


in dieser Gleichung sind also die Variabeln separiert. 
Fiihren wir die Trennung der Variabeln wirklich durch 
und integrieren, so kommt 


(27) as — | P(x) dz const. 
V ((=4, \(t=4,) 4, \t—a)) 


Um diese Form der Integralgleichung yon (26) noch 
weiter zu explicieren, betrachten wir vorerst noch den 
speziellen Fall der Briot- und Bouquetschen Differential- 
gleichung. 


71. Briot- und Bouquetsche Gleichung vom 
Range Eins. 


Wenn die Koeffizienten der in der vorigen Nummer 
betrachteten Differentialgleichung (1) von «# unabhingig, 
(1) also eine Briot- und Bouquetsche Differentialgleichung 


vom Range Eins ist, so sind auch die 9,, 94, 93) 94, ebenso wie 
die Koeffizienten der in den Gleichungen (20), (21), (25) auf- 
tretenden rationalen Funktionen, von « unabhiingig, und auch 
P(«) ist eine Konstante, die wir durch ¢ bezeichnen wollen. 
Die Gleichungen (26), (27) lauten folglich in diesem Falle: 

dt 

as = a,) (t — ag) (t — ag) (t — a) 
t 


(28) | dt 
= CLC, 
| V ¢—a,) €— a,) (€— a,) (—a,) 


ty 
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wo ¢, eine willkiirliche Konstante bedeutet und die untere 
Grenze ¢, des Integrals auf der linken Seite beliebig aber 
fest gedacht werden soll. 

Da das allgemeine Integral einer Briot- und Bouquet- 
schen Differentialgleichung eine allenthalben  eindeutige 
Funktion ist, die nur im Unendlichen einen Punkt der Un- 
bestimmtheit besitzen kann, so folgt, dafs die durch die 
Gleichungen (28) definierte Funktion ¢ von 2 diese Be- 
schaffenheit hat. Das Integral 

t 


x dt 
Be ea ea 


to 
ist ein elliptisches Integral erster Gattung; wir haben also 
als speziellen Fall unserer allgemeinen Theoreme den 
wichtigen Satz: 

Die obere Grenze eines elliptischen Integrals 
erster Gattung aufgefafst als Funktion des 
Integralwertes (ca-+-c,) ist eine allenthalben ein- 
deutige Funktion, die nur im Unendlichen einen 
Punkt der Unbestimmtheit besitzt. 

Man nennt diese Funktion eine elliptische. 

Die konstanten Grifsen a,, 4,, 4, waren bis jetzt will- 
kiirlich; um das elliptische Integral (29) gleich in der 
Normalform zu erhalten, wihlen wir speziell 


qa— 0, tle a0, 


Wir haben dann zur Bestimmung der Koeffizienten a, 0, 8, y, 
der in der Nr. 70 (S. 288) angegebenen linearen Funktion 


= etme ed —Sy— 1, 


— yt+o’ 
die Gleichungen 
p—g,9=0, 
a—gy+f—g,9=), 
&—g,y = 0, 
und wenn wir noch 
1 
maT S. 


oe 
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setzen, so kénnen wir die Gleichung (26) allgemein in 
der Form 


(26a) S = Pe) V4t—d(1— Fd, 
also im Falle der Briot- und Bouquetschen Differential- 
gleichung die Gleichungen (28) in der Form 
dt 
da 


t 


Ce ie =cute, 
V Cee) ees) 


0 


=cV4t(1— ad) (1— #8) 


schreiben, wo wir noch ¢, = 0 gewahlt haben. 
Setzen wir im Falle der Briot- und Bouquetschen 
Differentialgleichung 
Ca + 6, == 4, 
und fiihren in dem elliptischen Integrale erster Gattung 
durch die Gleichung 


t— 22 


2 


eine neve Integrationsvariable ein, so ergiebt sich 


und nach dem eben bewiesenen allgemeinen Satze ist hier- 
durch z als eindeutige Funktion von wu definiert; man be- 
zeichnet diese Funktion nach Jacobi durch 


z= sin am u, 
(vergl. Nr. 5, 5. 18) und setzt 


V1—2z?= cos am u, 
V1—k?z22?—A amu. 
Wir haben also in diesen Zeichen 


t= sin? amu, 1—t—cos? amu, 1—k?t— A’? amu. 
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Das allgemeine Integral y der Briot- und Bouquetschen 
Differentialgleichung vom Range Eins, welches nach (25) 
in der Form 


&, + %,V4t(1—) A — #2) 

& +%V4td—)d— BA 
darstellbar ist, wo #,, %,, Y, ¥, ganze rationale Funktionen 
von ¢ mit konstanten Koeffizienten bedeuten, lautet also 
y = & (sin am (cx#-+-¢,), cosam(ca-+¢,), Aam(ca2-+<¢,)), 
wo # eine rationale Funktion andeutet. 


Wir erliutern auch in diesem Falle das allgemeine 
Resultat durch ein a, Sei 


dy ic) ; anes 
r(% {= (3 2 da Ie ane Se 


man iiberzeugt sich, dafs die Fuchsschen Bedingungen fiir 
diese Differentialgleichung erfiillt sind. Es ist 


(30) PG, y) = 8? + 3 8? + 9? —4= 0; 
setzen wir y? = (C, so haben wir die Gleichung 
8 + 8521+ £240, 
die eine Kurve dritter Ordnung in den rechtwinkeligen 
Koordinaten s, € darstellt. Der Punkt 


eA) 
ist ein Doppelpunkt. Legen wir durch diesen das Strahl- 
biischel 
C= (s aN 2) 7, 


so sind die Koordinaten des mit 7 veriinderlichen Schnittpunkts 
g=1—7?, C= 387—72? 


fiir s, y ergiebt sich also dic peciines 
3 


Die Gleichung zwischen y und 7 stellt in den recht- 
winkeligen Koordinaten y, ¢ wieder eine Kurve dritter 
Ordnung dar, die aber keinen Doppelpunkt besitzt. Legen 
wir gleichwohl durch 

ae AO) 
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ein Strahlbiischel y= 1.7, so schneidet jeder Strahl dieses 
Biischels die Kurve in noch zwei mit dem Parameter 7 ver- 
inderlichen Punkten. Die Koordinaten dieser Punkte lauten 


V3 fa V3 
onl = 
oe? Veeea 
wo in beiden Ausdriicken die Wurzel V1—+ 7? mit dem- 


selben Vorzeichen zu nehmen ist. 
Setzen wir also 


(Js lige mmernaseest 


Gees arate 
so haben wir fiir s, y die etic 
7b 
a eT fe geile es 


die Gleichung (80) ist also, gemafs der Definition (S. 278), 
vom Range Eins. Um nun die Differentialgleichung her- 
zustellen, der 7 als Funktion von 2 geniigt, bilden wir 


dy Lave 2—y7? dy 
i o dx 


und setzen dies dem Ausdrucke fiir s gleich; wir finden 
auf diese Weise 


s=1— 


dy Dein s QR pene 
thai Sine eae 
woraus sich 
dy 
(31) Qo ¢) == | —— 
ae “1 Vi+7 


ergiebt. Es handelt sich nunmehr noch um den Ubergang 
zur Normalform. 


Bezeichnen wir eine der komplexen Wurzeln der Gleichung 


ae He 0 
durch a, z. B. 


1 1 |, 
“Te ioe 
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so ist 
Li aa 1) — @) (ne 8%), 
die Substitution 
Hotel = (1 — o°):2” 


verwandelt dann das elliptische Integral (31) direkt in 


i; dn a 1 dz 
leptin tie= « KPA) (i= Roa, 


(GS — a). 


Wir finden somit 


z 


2V1i+ta at C= dz d 
V3 Va—AI_ Pe 
6 


wo C eine willkiirliche Konstante 
C=oVIita 
bedeutet, und 
Poy oa sae 1 | 
— F Bato VE—AT— PA 


also schliefslich 


(1 — a@?) sin? am | — ee e+C|— 1 
(Ase 
2 3 —— 
at) cos am eo Aam [2attet¢] 
Ve V3 


als das allgemeine Integral der vorgelegten Differential- 
gleichung.*) 


*) Dieses Beispiel stammt von Briot und Bouquet; die an- 
gewandte Integrationsmethode entnehmen wir der 8, 285 genannten 
Vorlesung des Herrn Fuchs. 
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72. Integration der Differentialgleichung 
mit festen Verzweigungspunkten vom Range Eins. 


Wir kehren nun zu der allgemeinen Differentialgleichung 
mit festen Verzweigungspunkten zurtick, ftir welche die 
durch die Gleichung (11) 


L(y, a) == 0) 
definierte algebraische Funktion s von y vom Range Eins ist, 


und wollen uns auch hier die konstanten Grifsen a,, a,, a, 
so gewihlt denken, dafs 


Ca ee O00 
ist. Die vierte Wurzel der Gleichung u?=—0 ist, wie in 
der Nr. 70 gezeigt wurde, dann ebenfalls von 2 unabhingig, 


wir setzen wie im Falle der Briot- und Bouquetschen 
Differentialgleichung, diese vierte Wurzel 


ls 


ere apo 


Es ist dann nach (25) s, y in der Form 
+ ¥ V4td—)d — Fd) 
d+ V4td—)d— Fd 
Diy An (eae ieee 7, 
oe Vy rat) eee) 


darstellbar, wo ®,, ¥,, 2, ¥,, ®, Y, ganze rationale 
Funktionen von ¢ bedeuten, deren Koeffizienten von 2 ab- 
hingen und sich algebraisch aus den Koeffizienten der 
Gleichung (11) zusammensetzen; die Gréfsen 


ey cot me) 


sind selbst rational in s, y. Die Differentialgleichung, der 
t als Funktion von « genitigt, hat, wie schon in der vorigen 
Nummer bemerkt wurde, die Form (26a) 
dt : 5) 
= Pa) Vane ie ee 


dx 


GS 
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es ergiebt sich also, wenn wir 


PAG) dvi du 


setzen: 
t 


(32) jysal ay dt 
VA 2) (Tha) 


0 


wo C eine willkiirliche Konstante bedeutet, und folglich 
t= sin? am (u-+ C), 


VA ee) 
= 2 sin am (u-+ C) cos am (u-+ C)Aam(u-+ C), 
worin w gleich einem bestimmten Werte des Integrals 


(33) [ P(e) de 
zu nehmen ist. Wir finden also endlich fiir das allgemeine 
Integral y der Differentialgleichung mit festen Verzweigungs- 
punkten den Ausdruck 


y = F [sin am (f P(x) d+ C), cos am (f P(w) dx + C), 
Aam ({ P(x) da + C)}, 


wo & den Algorithmus einer rationalen Funktion bedeutet, 
deren Koeffizienten sich algebraisch aus den Koeffizienten 
der Differentialgleichung zusammensetzen. Diese Form des 
allgemeinen Integrals setzt auch die Eigenschaft desselben, 
keine verschiebbaren Verzweigungspunkte zu besitzen, in 
Evidenz; in der That kann die Konstante C zwar die Lage 
der Pole, nicht aber die der Verzweigungspunkte von y 
beeinflussen. 

Von besonderem Interesse ist noch die folgende Be- 
merkung. Die Grifse k?, der sogenannte Modul des 
elliptischen Integrals (32), und der aus der Umkehrung 
dieses Integrals entspringenden elliptischen Funktion sin am, 
ist eine Konstante. Dies ist nicht von vornherein evident; 
denn wie man leicht einsieht, ist £® nichts anderes als der 


Wert: 


Samra 9 5 : Jo — Is 
Gita Tn 95 sem G1 
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des Doppelverhialtnisses (vergl. Nr. 14, S. 53) der vier 
Grifsen 9,, 92, 93, 94, die wie aus ihrer Definition (Nr. 70, 
S. 285) hervorgeht, im allgemeinen Funktionen von sind. 
Die Eigenschaft der Differentialgleichung (1), feste 
Verzweigungspunkte zu besitzen, bewirkt es, dafs 
dieses Doppelverhaltnis einen von 2 unabhingigen 
Wert hat. Wir miissen es uns versagen, die weiteren 
Konsequenzen aus diesem von Herrn Poincaré entdeckten 
Satze zu ziehen, da wir hierzu noch tiefer in die Theorie 
der algebraischen Funktionen eindringen miifsten; wir ver- 
weisen auf die bereits citierte Abhandlung von Herrn 
Poinearé selbst und auf eine Arbeit des Herrn Wallen- 
berg*), wo gezeigt ist, wie man diesen Satz bei der Aus- 
fiihrung des Integrationsgeschiftes verwerten kann. 

Eines besonderen Falles miissen wir aber noch ge- 
denken, der bei den Erérterungen der Nr. 70 stillschweigend 
ausgeschlossen worden war, des Falles nimlich, wo die 
durch die Gleichung (22) eingefiihrte Grifse B, von der 
gezeigt wurde, dafs sie eine blofse Funktion von ~ ist, 
identisch verschwindet**). Der Gang der Rechnung, 
durch die wir von der Differentialgleichung (23a) zu der 
Differentialgleichung (24) tibergegangen sind, zeigt sofort, 
dafs dann auch die Funktion P(x) identisch gleich Null ist; 
die Gleichung (24) lautet also jetzt 


dt a) 


—— == 4, + 4,t+- 4, @, 


dx 


(34) 


und die weiteren Schliisse der Nr. 70 verlieren ihre Giiltigkeit. 
Da ¢ jetzt einer Riccatischen Differentialgleichung (34) 
gentigt, sind die Verzweigungspunkte von ¢ jedenfalls fest; 
aber das geniigt noch nicht, damit auch die Verzweigungs- 
punkte von y selbst fest seien. Hierzu ist vielmehr noch 
erforderlich, dafs auch die Verzweigungspunkte von 


u=V(t— a,) (€ — ay) (¢ — ag) (¢ — we (@)) 


von der willkiirlichen Konstanten des allgemeinen Integrals ¢ 
der Differentialgleichung (84) unabhingig seien (vergl. 
S. 287). Um dies zu erreichen, verfahren wir wie folgt. 


*) Schlémilchs Zeitschrift fiir Mathem. u. Physik, Bd. XXXV. 
**) Vergl. hierfiir Painlevé, Lecons, S. 67 ff. 
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Sei «, ein beliebiger nicht singulirer Punkt der 
Riceatischen Differentialgleichung (34), in dessen Umgebung 


dasjenige Integral ¢, von (84), welches fiir «=z, den 
Wert a, annimmt, holomorph ist. Dann ist also in dieser 
Umgebung 


dt » 2 
t—4=(4) (7 — #)) + 0, (@—%)?+.... 


Setzen wir diese Entwickelung in den Ausdruck fiir u ein, 
so erhalten wir 


dt ) dt 
SS [G:) (@—#))+... | [«, —@, + (2). (@—2@)+.. 2 


it it 
[«, — dg + (2). (2—&y) +20 iv [ «=u (a) + (ey (@—2)) +... 


Von diesen vier Faktoren geben der zweite, dritte und 
vierte im allgemeinen (d. h. wenn w(z) in der Umgebung 
von “, holomorph und fiir «—.«, von a, verschieden ist) 
nicht zu einer Verzweigung von uw Veranlassung. Dagegen 
tritt zufolge des ersten Faktors fiir “=, unbedingt eine 
Verzweigung von wu ein, wenn 


easy a) 
dz x, 


ist. Soll also der willkiirliche Punkt ~, nicht Verzweigungs- 
punkt von w sein kénnen, so mufs 


dt 
(<=) As =— 0, 


t=a, 

d. h. also da w, ein willkiirlicher x Wert ist 

Ay A, 4 fA, 4,7? =0 
sein, und ebenso folgt, dafs auch 

dy + Ay My Ay My” = 0, 

dy Ay Og + Ag 4," = 0, 
sein miissen. Hiernach ist also notwendig 

Ae Nee A, =, 

die Gleichung (34) ergiebt folglich t= C, wo C eine will- 
kiirliche Konstante bedeutet. 


5 
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Dann hat aber uw die Form 
u=V(C—a,) (C— a) (C— a,) (C— (a); 
jede Wurzel der Gleichung 
C— u(«2)=—0 


giebt im allgemeinen zu einem Verzweigungspunkte von wu 
Veranlassung, und da diese Wurzeln von C abhingen, so 
hitten wir also fiir u verschiebbare Verzweigungspunkte, 
wenn nicht «(v) konstant ist. Umgekehrt ist die Bedingung 


[e(“) = a, = const. 


offenbar auch hinreichend. Das allgemeine Integral y von 
(1) lautet dann nach (25) 


D(C), (C) V (Co ae aC ema 
P, (C) ane 1 (C) V(C— a,) (Ce= Ay) (C— as) (Cs a4) 


wo die Koeffizienten der ganzen rationalen Funktion @,, ¥;, 
*,, ¥, im allgemeinen von 2 abhingen, sich aber in 
algebraischer Weise aus den Koeffizienten der Differential- 
gleichung (1) zusammensetzen. 

In diesem Falle ist also y durch algebraische 
Operationen aus den Koeffizienten der Diffe- 
rentialgleichung zusammengesetzt; wenn diese 
Koeffizienten z. B. selbst algebraische Funktionen 
von «sind, ist y ebenfalls eine algebraische 
Funktion von «. 


fe 
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Wir wollen ein interessantes Beispiel fiir den zuletzt 
betrachteten Fall vorfiihren. Sei die gegebene Differential- 
gleichung 


dy  V4y0—yG—ky) _ 
dt Yhell—a)1—F a) 


wo k? eine Konstante bedeutet. Die Gleichung zwischen 
s und y ist offenbar vom Range Eins; ferner ergiebt sich 
sofort durch Integration 


(35) 


0, 
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y bo 


dy dx 
= + const. 
(eee Ges (1 —k? 2) 


0 0 


Bestimmen wir dasjenige Integral y, welches fiir «0 den 
Wert y= § annimmt, so mufs 


S 


if dy == Const. 
V4y(1—y) 1 —h?y) 


. 0 
sein, wir haben also fiir das betreffende Integral y 
y 


(36) ae : 
V4y(1—y) (1 — ky) 
0 
fst: dx i he dy 
ae i =e Viya—yad—ey 
0 0 


wo jetzt § auch als willkiirliche Konstante gelten kann. 
Setzen wir 


x 


dx ; dy 
—— u, = — v, 
| Vie —a) 1 — Fo) V 4y (1—y) (1— ky) 
0 


0 


so ist 
y 


a oy ens =U + 2, 
V 4y (1 —y) (1 — ky) 
0 


und wir haben 


fe == sin? am (vu + v) 


== sin? am vu, § = sin? am v. 


(36a) 


Hieraus folgt ohne Weiteres, dafs die Verzweigungspunkte 
von y von § unabhiingig sind, was tibrigens durch An- 
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wendung der Fuchsschen Kriterien auch direkt aus der 
Differentialgleichung abgelesen werden kann. 

Eigentlich scheint hier die Eivftihrung von ¢ in die 
Differentialgleichung tiberfliissig zu sein; wir wollen aber 
gleichwoh! durch die Gleichung 


= VeVia=plero VeVi de 
On Var vr V (1 —t) ( eealee ( ye i) 
aus der sich leicht 
V1 ey 1S eS) 
Ale eet Toki at , 
| = malate h?a V 1—k?t— k? V a (1—2) V t (1-2) 
pis oe 1 ais 


ergiebt, die neue abhingige Variable ¢ in die Differential- 
gleichung (85) einfiihren. Eine etwas weitliufige aber 
keineswegs schwierige Rechnung ergiebt fiir ¢ die Diffe- 
rentialgleichung 

dt 

dx 
wir haben also in der That ein Beispiel fiir den zuletzt 
behandelten Fall. Da die Koeffizienten von (85) algebraische 
Funktionen von « sind, ist das allgemeine Integral y selbst 
algebraisch; wir erhalten es, indem wir in (37) fiir ¢ die 
willkiirliche Konstante 


== 0; 


f= 


einsetzen in der Form 


VeaVA—-S—-RS+VE ¥(=2) 0-H) 
1—k 2s 


und es ist dies gleich dasjenige Integral von (385), welches 
fiir «—0O den Wert y=—€& annimmt. Da dieses Integral 
aber durch seine Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt 
ist, folgt hieraus, dafs die Gleichungen (36) und (88) 
vollig Aquivalent sind. 

Die Thatsache, dafs das allgemeine Integral der Diffe- 
rentialgleichung (35) algebraisch ist, hat zuerst Euler*) 


(38) Vy= 


*) Vergl. Institutiones calculi integralis I, Sect. 2, Cap. 6. 
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bemerkt. Die fundamentale Wichtigkeit dieses Satzes wird 
am deutlichsten hervortreten, wenn wir in (88) ftir y, 2, & 
ihre Ausdriicke als elliptische Funktionen, wie sie durch 


die Formeln (36a) gegeben sind, einfiihren. Die Gleichung 
(38) lautet dann: 


sinamwcosamv Aamv-+sinamvcosam uAamu 
1 — k? sin? am u sin? am v : 
und analog ergeben die Gleichungen (37a) 


sinam (u+v)= 


cosamu cosamv—sinamuAamwusinamvAamv 


cosam (u-+v)= -——— ; 
( ) 1 — k? sin? am w sin? am v q 


Aamu Aamv—k? sinam zu cosamu sinamv cosamv 


A am (w+ v)=- St ; 
( ) 1 — k? sin? am wu sin? am v 


Es sind dies die sogenannten Additionstheoreme der 
elliptischen Funktionen 


sinam, cosam, Aam 
in der Form, wie sie Jacobi*) aufgestellt hat. 


74. Gleichungen vom Range Zwei. Zusammen- 
fassung der Resultate. 


Wir wenden uns nun zu dem Falle, wo die Gleichung (11) 
F(s, y, #) =0 

zwischen s und y vom Range p> 1 ist. Die Behandlung 
eines beliebigen Ranges wiirde Hiilfsmittel aus der Theorie 
der algebraischen Funktionen erfordern, die uns hier nicht 
za Gebote stehen, wir nehmen darum den Fall p= 2 als 
Paradigma und bemerken, dafs die in diesem Falle ab- 
zuleitenden Ergebnisse auch fiir p>>2 im _ wesentlichen 
bestehen bleiben**). 

Wenn fiir die Gleichung (11) der Rang p= 2 ist, so 
kann man (Nr. 68, S. 278) zwei rationale Funktionen 9, 7 
von 8, ¥ 


*) Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum, art. 18, 
(Werke I, S. 83). 
**) Vergl. fiir das folgende, Painlevé, a.a. O. 
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(39) o=f(s,¥), N= 9(5,y) 
finden, zwischen denen die hyperelliptische Gleichung vom 
Range Zwei: 
(40) 6° = R(m) = (n—9,) 1-9) N—9s) (N—9a) 29s) (9 —9o) 
besteht und durch die sich s, y ebenfalls rational 

s= p (9,7), y= W (G, n) 

darstellen lassen. Die Koeffizienten von f, 9, y, w hingen 
ebenso wie die g,, 9,--.9, im allgemeinen noch von & 
ab, und setzen sich aus den Koeffizienten der Gleichung (11) 
auf algebraische Weise zusammen. 

Indem man an Stelle von 7 die lineare Funktion 


_ ats 

— yt +0? 
einfiihrt, kann man ebenso wie im Falle p= 1 (Nr. 70, 
S. 288) erreichen, dafs drei der Gréfsen g konstante 
Werte annehmen; sei denn von vornherein 


Oeste 
vorausgesetzt, WO @,, a), 4, von « unabhingig sind. 
Die rationalen Funktionen gy, yw kann man, auch wie 


im Falle p= 1, in die Form setzen: 


DP Tie 5 OY PD, iO} 
(41) rote Sipe y= stant ate 

&, + % 6 Ce ee 
wo ®, %, %,, %, 2, % ganze rationale Funktionen von 
yn mit von « abhingigen Koeffizienten bedeuten. Differentiiert 
man diesen Ausdruck von y nach w und vergleicht ihn mit 
dem Ausdrucke fiir s, so ergiebt sich fiir 7 eine Differential- 
gleichung von der Form 
dy A+ B.o 
a C j 
oder indem wir mit Hiilfe von (40) o eliminieren 


ad — By = 1, 


(42) 


(42a) (51) 240414 4 BRQ) =O, 


dz 


wo A, B,C ganze rationale Funktionen von 7 mit von « 
abhingigen Koeffizienten bedeuten. 
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Damit die Differentialgleichung (1) feste Verzweigungs- 
punkte besitzt, ist notwendig und hinreichend, dafs erstens 
die Differentialgleichung (42a) feste Verzweigungspunkte 
hat, und dafs zweitens auch die Verzweigungspunkte von o 
von der willkiirlichen Konstanten des allgemeinen Integrals 7 
der Differentialgleichung (42a) unabhingig seien. 

Die Anwendung der ersten Fuchsschen Bedingung 
auf (42a) ergiebt, dafs C—1, A héchstens vom zweiten, 
A’ — B’ R(y) héchstens vom vierten Grade in 4 sein mufs. 
Es ist also A von der Form 


A= 4A, Ayn + 4,7, 
wo A,, 4,, A, Funktionen von « bedeuten, und da R& (7) 
vom sechsten Grade in 7 ist, mufs notwendig 
B= 0 
sein. Die Gleichung (42) lautet also 


d 
(43) = Ay + Ag+ Ay 0, 


dies ist eine Riccatische Gleichung, die Verzweigungs- 
punkte von 7 sind also bereits festgelegt. 

Sei 7, dasjenige Integral von (43), welches fiir den 
nicht singuléren Punkt «=a, den Wert a, annimmt und 
in der Umgebung von «=~, holomorph ist; dann haben 
wir in dieser Umgebung die Entwickelung 


n, = 4, +06, (@— a) +0, (@— a)? +...., 
ma 
daz iba 


Setzen wir dies in den Ausdruck re o ein, so ergiebt sich 


1 
6 o= (0, (@—a,) + 0, (@— a)” +...]? 
2 1 
at [2, — ge + 9, (@— a) + 0, (@ — &)* ++ .. J, 
=2 
der Punkt «= w, wird also zufolge des ersten Faktors ein 
Verzweigungspunkt von o sein, wenn 0, einen von Null 
verschiedenen Wert hat. Ist dagegen 0, gleich Null, so ist 
z, im allgemeinen, d. h. wenn g,,9,, gg in der Umgebung 
Schlesinger, Differentialgleichungen, 20 
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von 2, holomorph und fiir «=, von a, verschieden sind, 
kein Verzweigungspunkt von o. Soll also der willkiirliche 
Punkt «, kein Verzweigungspunkt von o sein, so muls 0, 
verschwinden, d. h. es mufs 


al ana Gq ape a,>= 0 


sein fiir w—a2,, also fiir ein willkiirliches « Ebenso 
folgt, dafs auch 


sein miissen; wir haben folglich 
0 eA UO, 


also nach (43) 
ce 


dz 


? 
d. h. 7 ist eine willkiirliche Konstante y= C, und 


o=V(C— G,) (OP .a, (Ca) (C= 0,)(C 9, CO gas 
Waren nun 9,, 95,9, noch von « abhingig, so hingen die 
Lisungen der Gleichungen 
C—g,=0, C—9, =0, C—g, = 0 

von C ab, diese Lisungen liefern aber allgemein gesprochen 
Verzweigungspunkte von o. Da aber o keine von C ab- 
hingigen Verzweigungspunkte besitzen darf, miissen die 
94. Is) Je ebenfalls Konstante, 


4 = 4, Is — as I6 = a 


sein. 

Wenn also die Differentialgleichung (1) feste Ver- 
zweigungspunkte besitzt und p= 2 ist, so hat ihr all- 
gemeines Integral nach (41) die Form 


2. OEP , (C) V (C—a,) (C—a,)...(C—a,) . 
OM Ci aw aC) V.(0 a, (Cen eean 


da sich die Koeffizienten der ganzen Funktionen ®,, ¥,, 
®,, ¥, aut algebraische Weise aus den Koeffizienten der 
Gleichung (11) zusammensetzen, so setzt sich also y 
selbst auf algebraische Weise aus den Koeffizienten 
der Differentialgleichung (1) zusammen. Sind die 
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Koeffizienten von (1) insbesondere algebraische 
Funktionen von 2, so ist das allgemeine Integral y 
selbst eine algebraische Funktion von «z. 

Wiiren die Koeffizienten von (1) von x unabhingig, 
also (1) eine Briot- und Bouquetsche Differentialgleichung, 
so ware y konstant, also (1) von der Form 


dy 

dz . 
d. h. es giebt keine Briot- und Bouquetschen 
Differentialgleichungen vom Range Zwei. 

Den hier fiir p=2 abgeleiteten Satz hat Herr 
Poincaré*) allgemein fiir p>>1 bewiesen. Wir fassen 
mit Benutzung dieses Resultates die Ergebnisse des gegen- 
wartigen Kapitels wie folgt zusammen: 

Wenn fiir eine Differentialgleichung 


dy 
“qe 2) ) = 0, 
s . *. 17 
wo F eine ganze rationale Funktion von - und y bedeutet, 
Ok 


die Verzweigungspunkte des allgemeinen Integrals fest sind, 
so hat man zundchst den Rang p, der durch diese Gleichung 


bestimmten algebraischen Funktion aE von y festzustellen. 
Ist p= 0, so liafst sich die Differentialgleichung durch eine 
rationale Transformation auf eine Riccatische Differential- 
gleichung zuriickfiihren. Ist p= 1, so hiingt das allgemeine 
Integral im allgemeinen von einer elliptischen Funktion ab, 
deren Modul durch die Koeffizienten der Differentialgleichung 
bestimmt wird, und erfordert tiberdies noch die Ausftihbrung 
einer Quadratur ((33), S. 297). Ist p>>1, so bestimmt 
sich das allgemeine Integral auf algebraische Weise aus 
den Koeffizienten der Differentialgleichung. 

Wenn die Koeffizienten der Differentialgleichung die 
unabhingige Variable w nicht explicite enthalten (Briot- 
und Bouquetsche Gleichung), so ist das allgemeine Integral 
im Falle p—0O entweder eine rationale oder eine einfach- 
periodische Funktion, die nur im Unendlichen einen Punkt 


2) By, BY, (OY 
20% 
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der Unbestimmtheit besitzt, im Falle p—1 dagegen eine 
rationale Funktion von 


sin am vu, cos am wv, A am wu, 


wo w eine lineare Funktion von 2, und der Modul dieser 
elliptischen Funktionen durch die Koeffizienten der Diffe- 
rentialgleichung bestimmt ist. Der Fall p>>1 kann hier 
nicht auftreten. 


75. Schlufsbemerkung. 


Unter den Differentialgleichungen von der Form (1), 
deren Verzweigungspunkte nicht fest, deren Integrale also 
innerhalb der in der Nr. 65 charakterisierten einfach zu- 
sammenhingenden Fliche 7 nicht den Charakter rationaler 
Funktionen besitzen, sind bisher nur diejenigen naher unter- 
sucht worden, deren Integrale innerhalb Z von endlicher 
Vieldeutigkeit sind. Herr Painlevé hat gezeigt,*) dafs 
diese Differentialgleichungen durch algebraische ‘Trans- 
formationen aus Differentialgleichungen mit festen Ver- 
zweigungspunkten hervorgehen, sie kiénnen also**) zu keinen 
wesentlich neuen Transcendenten fiihren. In der Theorie 
der allgemeinen Differentialgleichungen erster Ordnung mit 
verschiebbaren Verzweigungspunkten bietet schon das im 
rein logischen Sinne am niichsten liegende Problem, die 
Frage nach den Bedingungen, unter welchen die Integration 
einer solchen Differentialgleichung durch rein algebraische 
Prozesse geleistet werden kann, Schwierigkeiten dar, die 
bisher noch nicht vollstiindig tiberwunden sind.***) 

Wir haben uns bisher ausschliefslich mit Differential- 
gleichungen erster Ordnung beziehungsweise linearen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung beschiftigt. Ein Teil 
der angewandten Methoden liaf{st eine Verallgemeinerung 
auf die Theorie der Systeme von Differentialgleichungen 
erster Ordnung und damit auf die Theorie von Differential- 


*) Vergl. Lecons, S. 92 ff. 
**) Vergl. Fuchs, Berliner Sitzungsberichte, 1885, S. 41. 
***) Vergl. in Bezug hierauf: Darboux, Bulletin des Sciences 
Mathém. 1876; Poincaré, Rendiconti del Circolo Matem. di Palermo, 
1891; Painlevé, Lecons, 8. 177 ff. 
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gleichungen héherer Ordnung zu. So bietet zuniichst die 
Aufstellung des Cauchyschen Existenztheorems fiir ein 
System von Differentialgleichungen erster Ordnung von der 
Form (12) Nr. 4 (S. 12), in welchem die rechten Seiten 
monogene Funktionen der komplexen Variabeln 


XY) Yor +--+ Yn 


sind, keinerlei Schwierigkeiten dar. Cauchy selbst hat 
sein Theorem*) in dieser allgemeinen Fassung ausge- 
sprochen und mit Hiilfe des calcul des limites bewiesen. 
Entwickelungen der Lisungen eines solchen Systems in der 
Umgebung gewisser singulirer Stellen von einfacher Natur, 
die eine Verallgemeinerung, der in der Nr. 26 fiir eine 
Differentialgleichung erster Ordnung gegebenen bilden, hat 
Herr Poincaré in seiner Inaugural-Dissertation**) auf- 
gestellt. Dagegen ist es bisher noch nicht gelungen, das 
fiir eine Differentialgleichung erster Ordnung vollstiindig 
erledigte Problem, der Aufstellung derjenigen Differential- 
gleichungen, deren Integrale nur feste Verzweigungspunkte 
besitzen, fiir Systeme von Differentialgleichungen erster, 
oder Differentialgleichungen héherer Ordnung zu bewiltigen. 
Nur die Theorie der linearen Differentialgleichungen n-ter 
Ordnung, fiir die die simtlichen Singularitiiten ihrer Integrale 
fest sind, ist durch die Arbeiten von Herrn Fuchs und 
die daran anschliefsenden zahlreicher anderer Analysten in 
hohem Grade entwickelt worden. Wir haben einige der 
hierbei zur Anwendung gelangten Methoden an dem Falle 
der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung kennen 
gelernt, in Bezug auf die allgemeine Theorie mége auf das 
Handbuch und die daselbst angefiihrten Originalarbeiten 
verwiesen werden. ***) 


*) Vergl, z. B. Oeuvres, I. Serie, Bd. VII. 

**) Thése, Paris, 1879; vergl. Koenigsberger, Lehrbuch, 
V. Kapitel; Picard, Traité, III; Horn, Crelles Journal, AKG), aah 
Lindeléf, Acta Societatis Sc. Fennicae, XXII, ING fe 

oe) Uber Systeme linearer Differentialgleichungen handelt 
Sauvage, Annales de l’Ecole Normale, Sér. II, 11, Sér. III, 3. 
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Berichtigungen. 


10, Fufsnote, statt ,I (Bonn, 1877)* lies ,IT (Bonn, 1880)“. 
17, vorletzte Gleichung unter dem Integralzeichen lies dy statt da. 
36, Zeile 9 v. 0. lies Koeffizient, statt Koffizient. 


46, ist dem ersten Citat (Fufsnote) hinzuzufiigen: vergl. auch 
Hamburger, Crelles Journal 83, S. 186. 


. 411, Zeile 5 v. o. lies: 


LAC) ee OR ere le) 
w (a)? ~~ 92 g—20 wy (at)2 ° 


. 125, Zeile 3 v. o. lies Fundamentalgleichungen statt Fundamental- 


eleichung. 


. 149, Zeile 6 v. 0, rechts vom Gleichheitszeichen lies + statt —. 
. 241, Zeile 10 v.u, lies ,den /,“ statt der fx‘. 
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